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Zusammenfassung 


Die vorliegende Arbeit behandelt fiir eine breite Klasse zweidimensionaler Variations- 
probleme eine Existenz- und Regularitätstheorie, die der Lösung von Randwertproble- 
men partieller Differentialgleichungssysteme dient. Dabei werden bekannte Ergebnisse 
gründlich untersucht und umfassend aufgearbeitet. Teilweise wird eine geeignete An- 
passung der Voraussetzungen einiger Resultate vorgenommen. Speziell wird die Theo- 
rie auf das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung 
im R? angewendet. 

Eingangs wird das Konzept der direkten Methoden der Variationsrechnung erläutert. 
Über einen fundamentalen Satz zur schwachen Unterhalbstetigkeit von Funktionalen 
wird die Existenz eines Minimierers für eine breite Klasse von Variationsproblemen 
nachgewiesen. Da die Existenztheorie in Sobolev-Räumen agiert, sind Untersuchungen 
zur Regularität eines Minimierers notwendig. 

Im Rahmen der Regularitätstheorie wird das Dirichletsche Wachstumstheorem von 
Morrey gezeigt, welches ein hinreichendes Kriterium für die Hölder-Stetigkeit einer 
Funktion X € W!(G) liefert. Zum Nachweis der Anwendbarkeit des Dirichletschen 
Wachstumstheorems auf einen Minimierer wird ein Wachstumslemma verwendet. Da- 
bei werden eine Verknüpfung des Dirichlet-Integrals mit Fourierreihen sowie das Diri- 
chlet-Integral der harmonischen Ersetzung einer Funktion mit L?-Randwerten genutzt. 
Infolgedessen ergibt sich die Hölder-Stetigkeit im Inneren für einen Minimierer. Zudem 
wird die Stetigkeit des Minimierers bis zum Rand gezeigt, sodass die Existenz eines 
stetigen Minimierers für eine breite Klasse von Variationsproblemen gesichert ist. 
Anschließend erfolgt die Berechnung der ersten Variation sowie die damit verbundene 
Herleitung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung, welche eine Beziehung zur Lö- 
sungstheorie von Differentialgleichungen im Sinne des Dirichletschen Prinzips herstellt. 
Ausgehend von der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung wird die Hölder-Stetigkeit 
der ersten Ableitungen eines Minimierers bewiesen. 

Für die Lösung von Randwertproblemen mit partiellen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mithilfe der Variationsrechnung ist der Nachweis stetiger zweiter Ableitun- 
gen des Minimierers notwendig. Dabei wird der Fokus auf sogenannte Minimierer vom 
Poissonschen Typ gelegt. Eine C?”-Rekonstruktion, die auf der Schaudertheorie ba- 
siert, liefert in diesem Fall die gewünschte Regularität. 

In Anwendung dessen werden das Randwertproblem harmonischer Abbildungen in 
Riemannschen Räumen sowie das Dirichletproblem des H-Flächen-Systems behan- 
delt, indem jeweils ein geeignetes Variationsproblem aufgestellt wird. 

Als Erweiterung des Dirichletproblems des H-Flächen-Systems wird das allgemeine 
Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung mit den erar- 
beiteten Methoden der Variationsrechnung untersucht. Zudem wird das Plateausche 
Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung in Kugeln, in Zylindern 
sowie insbesondere im Einheitskegel gelöst. 

Insgesamt wird eine ausführliche, in sich geschlossene und gut verständliche Existenz- 
und Regularitätstheorie der zweidimensionalen Variationsrechnung zur Behandlung 
von Randwertproblemen partieller Differentialgleichungssysteme dargestellt, welche 
sich in besonderer Weise bei der Lösung des Plateauschen Problems für Flächen vor- 
geschriebener mittlerer Krümmung entfaltet. 


Abstract 


This work deals with the existence and regularity theory for a wide class of two- 
dimensional variational problems, with the intention to solve boundary value problems 
for systems of partial differential equations. Known results are thoroughly examined 
and comprehensively elaborated. Partially, the requirements for some of the results 
are suitably adapted. In particular, the theory is applied to Plateau’s problem for 
surfaces of prescribed mean curvature in R°. 

At the beginning, the concept of the direct methods in the calculus of variations is 
explained. The existence of a minimizer for a wide class of variational problems is 
demonstrated by means of a fundamental theorem on the weak lower semicontinuity 
of functionals. Since the existence theory operates in Sobolev spaces, investigations 
about the regularity of a minimizer are necessary. 

In the context of the regularity theory, the Dirichlet growth theorem by Morrey is 
shown, which provides a sufficient condition for the Hölder continuity of a function 
X e W!?(G). A growth lemma is used to demonstrate the applicability of the Diri- 
chlet growth theorem to a minimizer. A combination of the Dirichlet integral with 
Fourier series and the Dirichlet integral for the harmonic replacement of a function 
with L? boundary values are utilized. As a result, the Hélder continuity in the interior 
for a minimizer is established. In addition, the continuity of the minimizer up to the 
boundary is shown, so that the existence of a continuous minimizer is ascertained for 
a wide class of variational problems. 

Subsequently, the first variation is calculated and the associate weak Euler-Lagrange 
equation, which relates to solutions of differential equations in the sense of Dirichlet’s 
principle, is derived. The weak Euler-Lagrange equation is the base for proving the 
Holder continuity of the first derivatives for a minimizer. 

In order to solve boundary value problems with partial differential equations of the 
second order via the calculus of variations, the proof of continuous second derivatives 
for the minimizer is necessary. The focus is laid on so-called minimizers of Poisson type. 
A C*?-reconstruction based on the Schauder theory provides the desired regularity in 
this case. 

As an application of this theory, the boundary value problem of harmonic mappings 
in Riemannian spaces as well as the Dirichlet problem of the H-surface system are 
treated via the solution of a suitable variational problem in each case. 

As an extension for the Dirichlet problem of the H-surface system, the general Plateau’s 
problem for surfaces of prescribed mean curvature is investigated using the variational 
methods that have been developed. In addition, Plateau’s problem for surfaces of 
prescribed mean curvature is solved in balls, in cylinders and especially in the unit 
cone. 

With these investigations a detailed, self-contained and easily understandable existence 
and regularity theory of the two-dimensional calculus of variations for the treatment 
of boundary value problems for systems of partial differential equations is presented, 
which is especially suited to solve Plateau’s problem for surfaces with prescribed mean 
curvature. 
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1 Einleitung 


1.1 Einführung in die Thematik 


Der Begriff Variationsrechnung wurde im Jahr 1756 erstmalig von Leonhard Euler ver- 
wendet, um eine von Joseph-Louis Lagrange 1755 dargelegte Methode zu kennzeich- 
nen. Euler selbst zog weitere formale Ergebnisse aus den Darstellungen von Lagrange. 
Insofern können Euler und Lagrange als Schöpfer der Variationsrechnung angesehen 
werden. 

Ausgehend davon hat sich die Variationsrechnung bis heute zu einem eigenständigen 
Teilgebiet der Mathematik entwickelt. Sie ermöglicht es, eine Vielzahl mathematischer 
Fragestellungen in einem einheitlichen Kontext zu untersuchen. Im weitesten Sinne ver- 
stehen wir unter einem Problem der Variationsrechnung die Suche nach minimalen, 
maximalen oder auch kritischen Punkten eines Funktionals, also einer reellwertigen 
Abbildung von Funktionen, in einer zulässigen Menge. In Anwendungen besteht ei- 
ne derartige zulässige Menge beispielsweise aus Kurven, Flächen oder allgemeiner aus 
Funktionen. Wir nennen eine solche Fragestellung auch Variationsproblem. In gewisser 
Weise stellt ein Variationsproblem eine Verallgemeinerung der Bestimmung minima- 
ler, maximaler oder kritischer Punkte einer reellwertigen Funktion über einem endlich 
dimensionalen Raum dar. 

Bereits in frühen Hochkulturen traten Probleme der Variationsrechnung auf, obgleich 
diese weder formal beschrieben geschweige denn Lösungen bewiesen werden konnten. 
Von Interesse waren sie dessen ungeachtet. So war bereits im Alten Ägypten bekannt, 
dass die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten in einer Ebene durch eine Gera- 
de beschrieben wird. Im antiken Griechenland wurde damit begonnen, Beobachtungen 
durch Beweise zu begründen. Dass der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten in einer 
Ebene durch eine Gerade realisiert wird, konnte ebenso wie die Lösungen anderer Ex- 
tremalprobleme gezeigt werden. 

Eine gewisse Berühmtheit erlangte das Problem der Dido, welches als Urform des 
sogenannten isoperimetrischen Problems angesehen werden kann. Dieses geht der Fra- 
ge nach, welche Gestalt eine geschlossene Kurve fester Länge haben muss, um den 
größten Flächeninhalt einzuschließen. Überlieferungen zufolge soll Dido, eine phönizi- 
sche Prinzessin und spätere Königin Karthagos, im Jahre 814 v. Chr. vom Numidier- 
König Hierbas so viel Land versprochen worden sein, wie eine Rinderhaut umspannen 
kann. Sie verarbeitete die Rinderhaut zu fadendünnen Streifen und grenzte damit die 
Grundfläche einer neuen Stadt ab. Ein erster Ansatz eines Beweises der isoperimetri- 
schen Ungleichung für Polygone soll um 200 v. Chr. durch Zenodoros erbracht worden 
sein. Auch später hatte das isoperimetrische Problem eine große Anziehung auf ei- 
ne Vielzahl berühmter Personen der Mathematik wie beispielsweise Karl Weierstraß, 
Hermann Amandus Schwarz, Adolf Hurwitz oder Erhard Schmidt, die Beweise mit 
unterschiedlichen Methoden führten. 
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Ebenso fand auch das Problem der Brachistochrone eine starke Resonanz in der ma- 
thematischen Gemeinschaft. Dieses stellt die Frage nach derjenigen Kurve, auf welcher 
ein Körper reibungsfrei unter dem Einfluss der Gravitationskraft am schnellsten von 
einem Startpunkt zu einem tiefer liegenden Zielpunkt gleitet. Der Zeitpunkt im Juni 
1696, als Johann Bernoulli dieses Problem löste, wird oft als Geburtsstunde der Varia- 
tionsrechnung angesehen. Popularität erlangte das Problem der Brachistochrone auch 
dadurch, dass Bernoulli sein Ergebnis zunächst zurückhielt, um die mathematische 
Gemeinschaft seiner Zeit und insbesondere seinen 13 Jahre älteren Bruder Jakob her- 
auszufordern, das Problem zu lösen. Unter anderem gaben Gottfried Wilhelm Leibniz, 
Isaac Newton sowie Guillaume Francois Antoine, Marquis de L’Hospital, und ebenfalls 
Jakob Bernoulli Lösungen an. 

Auch physikalische Untersuchungen haben zur Entwicklung von Methoden der Varia- 
tionsrechnung beigetragen. So wurden beispielsweise im 17. Jahrhundert Probleme der 
geometrischen Optik oder der Hydrodynamik mit Techniken behandelt, die auch zur 
Lösung von Variationsproblemen von Interesse sind. Newton, Christiaan Huygens und 
Pierre de Fermat sind in diesem Zusammenhang zu erwähnen. Gleichermaßen ist die 
Variationsrechnung bis heute zu einem der wertvollsten Hilfsmittel in der mathemati- 
schen Physik gereift. 

Ausgehend von der geometrischen Optik formulierte William Rowan Hamilton 1834 
das später nach ihm benannte Prinzip für die Mechanik, welches teilweise auch als 
Prinzip der kleinsten Wirkung bezeichnet wird. Das Hamiltonsche Prinzip liefert ei- 
ne äquivalente Formulierung der Newtonschen Bewegungsgleichungen oder auch der 
Feldtheorie. Dabei bietet diese Vorteile gegenüber einer klassischen Formulierung wie 
etwa durch eine systematische Darstellung von Nebenbedingungen und eine vom Ko- 
ordinatensystem unabhängige Beschreibung. Das von Emmy Noether 1918 gezeigte 
fundamentale Noether-Theorem, welches aus der Invarianz der Wirkung unter Sym- 
metrien Erhaltungssätze eines physikalischen Systems ableitet, ist ein weiteres Beispiel 
dieser Überlegenheit. Insgesamt spiegelt sich die Bedeutung des Hamiltonschen Prin- 
zips und der damit verbundenen Variationsrechnung bis heute in der mathematischen 
Physik wider. Die Einflüsse bei der 1915 von Albert Einstein vorgestellten allgemeinen 
Relativitätstheorie sowie die von Erwin Schrödinger 1926 dargelegte Schrödingerglei- 
chung sollen hier als prominente Beispiele genannt sein. 

Aufgrund des in physikalischen Vorgängen oft zu beobachtenden Prinzips der kleinsten 
Wirkung identifizierte Euler das Verschwinden der sogenannten ersten Variation als ei- 
ne erste notwendige Bedingung, der ein Minimierer eines Variationsproblems genügen 
muss. Dabei suchte er zu Funktionalen der Gestalt 


b 
TEORION 


eine Funktion yo: [a,b] — R, welche ein solches minimiert. Indem er die gesuchte 
Funktion durch einen Polygonzug approximierte, gelangte er zu der Bedingung 


Fe E ot gO) = ne) = 0 a) 


in (a,b) für eine minimierende Funktion yo. 


1.1 Einführung in die Thematik 3 


Lagrange vereinfachte die Vorgehensweise Eulers und gelangte mithilfe von Variationen 
z: [a,b] > R zu der Bedingung 


b 
en. - art] (4) at = 0 (12) 


fiir eine minimierende Funktion yo. Er folgerte daraus die Giiltigkeit der Bedingung 
(1.1) von Euler, ohne die Notwendigkeit eines Beweises zu sehen. Erst 1879 rechtfertigte 
Paul du Bois-Reymond mit dem heute als Fundamentallemma der Variationsrechnung 
bekannten Hilfssatz diesen Schluss, wobei er den 1820 von Augustin-Louis Cauchy 
geprägten Begriff der Stetigkeit verwendete. 

Die Bedingung (1.1) wird heute als Euler-Lagrange-Gleichung bezeichnet. Im Gegen- 
satz dazu kann die Bedingung (1.2) als schwache Formulierung der Euler-Lagrange- 
Gleichung verstanden werden. Über die Euler-Lagrange-Gleichung (1.1) entsteht eine 
Verbindung zum Themengebiet der gewöhnlichen Differentialgleichungen. So lassen 
sich beispielsweise die Newtonschen Bewegungsgleichungen aus der Formulierung ei- 
nes entsprechenden Variationsproblems ableiten. 

Lagrange erweiterte seine Untersuchungen auf Funktionale mit Mehrfachintegralen. 
Die Anwendung der gleichen Idee wie im eindimensionalen Fall führt auf eine oder 
mehrere Euler-Lagrange-Gleichungen, die partiellen Differentialgleichungen entspre- 
chen. Die Behandlung partieller Differentialgleichungen entzieht sich im Gegensatz zu 
gewöhnlichen Differentialgleichungen bis heute einer einheitlichen Lösungsstrategie. 
Daher hat sich teilweise die Methode entwickelt, ein korrespondierendes Variations- 
problem zu untersuchen, dessen Lösung notwendigerweise Euler-Lagrange-Gleichungen 
genügt, die äquivalent zu den gewünschten partiellen Differentialgleichungen sind. 
Als ein Beispiel für Funktionale mit Mehrfachintegralen betrachtete Lagrange soge- 
nannte Minimalflächen. Eine Minimalfläche ist eine Fläche lokal kleinsten Flächenin- 
halts, die eine vorgegebene Randkurve besitzt. Experimentell erforschte der Physiker 
Joseph Antoine Ferdinand Plateau Minimalflächen. Diese können demnach als Seifen- 
häute beschrieben werden, die sich in einer gegebenen Randkurve bilden. Das Problem 
der Minimalflächen wird daher heutzutage Plateausches Problem genannt. Seither ha- 
ben sich unzählige Personen der mathematischen Gemeinschaft mit dem Plateauschen 
Problem auseinandergesetzt. Noch heute existieren offene Fragen. Erst zu Beginn der 
1930er Jahre lieferten Jesse Douglas und Tibor Radö unabhängig voneinander allge- 
meine Fxistenzbeweise für Lösungen des Plateauschen Problems. 

Dass die Existenz einer Lösung für ein Variationsproblem einen Beweis erfordert, 
wurde bis in das 19. Jahrhundert weitgehend vernachlässigt. Als einer der bekann- 
testen Belege hierfür kann die Doktorarbeit von Bernhard Riemann aus dem Jahr 
1851 angesehen werden. Er erkannte, wie zuvor bereits Carl Friedrich Gauß oder Wil- 
liam Thomson bei ihren Untersuchungen zur Elektrostatik, dass ein Minimierer des 
Dirichlet-Integrals mit geeigneten Randwerten einer Lösung des Dirichletproblems der 
Laplace-Gleichung entspricht. Da der Integrand des Dirichlet-Integrals stets nichtne- 
gativ ist und dieses somit eine untere Schranke besitzt, folgerte Riemann ohne einen 
Nachweis die Existenz eines Minimierers des Dirichlet-Integrals und somit auch die 
Existenz einer Lösung des zugehörigen Dirichletproblems der Laplace-Gleichung. Er 
bezeichnete seine Methode als Dirichletsches Prinzip, da er die Idee als Student aus 
den Vorlesungen von Peter Gustav Lejeune Dirichlet kannte. 
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Karl Weierstraß kritisierte die Vorgehensweise Riemanns 1870 und zeigte anhand meh- 
rerer Beispiele, dass es nach unten beschränkte Funktionale ohne Minimierer gibt. 
Damit etablierte sich die Einsicht für die Notwendigkeit, die Existenz von Lösungen 
nachzuweisen. Viele Versuche, das Dirichletsche Prinzip zu retten, scheiterten in den 
darauffolgenden Jahren. Erst 1900 präsentierte David Hilbert auf der Tagung der Deut- 
schen Mathematiker-Vereinigung eine neue Herangehensweise, die das Dirichletsche 
Prinzip legitimierte. Die Hauptidee bestand darin, den Lösungsbegriff zu erweitern, 
sodass eine Lösung in einem allgemeineren Raum nachgewiesen werden kann. Damit 
einher geht die Frage nach der Regularität einer solch allgemeinen Lösung. Dieses heut- 
zutage als direkte Methoden der Variationsrechnung bezeichnete Verfahren spaltet die 
Lösungstheorie also in die Existenz- und die Regularitätsfrage auf. Damit wurde die 
moderne Variationsrechnung eingeleitet. 

Das Forschungsinteresse im Bereich der Variationsrechnung verstärkte sich durch einen 
Vortrag Hilberts auf dem 2. Internationalen Mathematiker-Kongress 1900 in Paris. In 
diesem beschrieb er die Entwicklungen der Mathematik in den vorangegangenen Jah- 
ren und erklärte 23 mathematische Probleme, die aus seiner Sicht fruchtbar für das 
20. Jahrhundert sein sollten. Drei dieser Probleme beinhalteten dabei Fragestellungen 
zur Variationsrechnung. Das 19. Problem verband er mit der Frage nach der Regula- 
rität der Lösungen regulärer Variationsprobleme. Die Existenzfrage von Minimierern 
für reguläre Funktionale mit sinnvollen Randbedingungen war der Inhalt des 20. Pro- 
blems. Das 23. Problem war vage formuliert und befasste sich mit der Möglichkeit zur 
Entwicklung neuer Methoden in der Variationsrechnung. 

Animiert und inspiriert durch Hilberts Reputation und seine formulierten Probleme 
entwickelte sich die Variationsrechnung im 20. Jahrhundert sehr reichhaltig. Eine ge- 
naue Aufstellung der unzähligen Beiträge erweist sich an dieser Stelle als schwierig. 
Daher sollen stellvertretend einige wichtige Personen genannt sein, deren Arbeiten sich 
maßgeblich auf die gehaltvolle Entwicklung der Variationsrechnung im 20. Jahrhun- 
dert ausgewirkt haben. Zu nennen sind unter anderem Henri Léon Lebesgue, Leonida 
Tonelli, Sergei Bernstein, Leon Lichtenstein, Eberhard Hopf, Iwan Petrowski, Charles 
Bradfield Morrey Jr., Tibor Radö, Juliusz Schauder, Jean Leray, Renato Caccioppoli, 
Ennio De Giorgi, John Forbes Nash Jr., Enrico Giusti, Mario Miranda, Nina Uralzewa 
sowie Olga Ladyschenskaja. 

Insgesamt reicht die Geschichte der Variationsrechnung weit zurück und hat stets die 
allgemeine mathematische Entwicklung begleitet und geprägt. Sie bietet ausreichend 
Material für ausgiebige historische Betrachtungen und interessante Anekdoten. Einen 
kompakten Abriss mit weiterführender Literatur zur Geschichte der Variationsrech- 
nung bieten beispielsweise Blanchard und Brüning [6, Kap. 0]. Für eine ausführliche 
Betrachtung der Entwicklung im 20. Jahrhundert empfiehlt sich die Darstellung von 
Josef Bemelmans, Stefan Hildebrandt und Wolf von Wahl [5]. 

Neben der noch immer fundamentalen Bedeutung der Variationsrechnung in der ma- 
thematischen Physik haben sich bis heute weitere Anwendungsgebiete beispielsweise in 
den Wirtschaftswissenschaften, der Biologie und der optimalen Steuerung ergeben. Als 
eine der bedeutendsten mathematischen Anwendungen, die aus der Variationsrechnung 
hervorgegangen ist, seien noch die Theorie der Minimalflächen und des Plateauschen 
Problems sowie deren Verallgemeinerung, die Theorie der Flächen vorgeschriebener 
mittlerer Krümmung, genannt. 
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Mit der Entwicklung der direkten Methoden der Variationsrechnung zu Beginn des 20. 
Jahrhunderts wurde die Existenzfrage von Minimierern als eigenständiges Problem er- 
kannt und behandelt. Indem die Räume zulässiger Funktionen erweitert werden, kann 
für eine breitere Klasse von Variationsproblemen die Existenz von Lösungen gesichert 
werden. Infolgedessen entsteht jedoch eine Lücke zur Lösung von Randwertproble- 
men, da ein Minimierer in einem allgemeineren Raum nicht zwingend die erforderliche 
Regularität besitzen muss. Dazu sind weitere Untersuchungen der Regularität eines 
Minimierers notwendig. 

Im Zentrum der vorliegenden Arbeit sollen daher die Existenz- und Regularitätsfragen 
von Minimierern einer breiten Klasse von Variationsproblemen stehen mit dem Zweck, 
der Lösung partieller Differentialgleichungssysteme im Sinne des Dirichletschen Prin- 
zips zu dienen. Konkret sollen Funktionale Z der Form 


T(X,G) = J fw, X(w), VX(w)) dw (1.3) 
G 


für Abbildungen X: G — R” mit einer erzeugenden Funktion f: Gx R” x R”*™ > R 
betrachtet werden, wobei G C R” ein Gebiet ist und m > 2 sowie n > 1 gilt. Va- 
riationsprobleme mit Funktionalen der obigen Gestalt werden heutzutage vorwiegend 
untersucht. Unterschiede ergeben sich dabei aus der Wahl der Dimensionen m und 
n, aus den Voraussetzungen an die erzeugende Funktion f, aus Bedingungen für das 
Gebiet G sowie aus der Wahl der zulässigen Menge 7, in der ein Minimierer zu suchen 
ist. 

Unter anderem durch Beiträge von Lichtenstein, E. Hopf, Radö, Morrey, Schauder 
und Leray konnte mit Blick auf das 19. Hilbertsche Problem gezeigt werden, dass ein 
hinreichend oft stetig differenzierbarer Minimierer von (1.3) analytisch ist, sofern die 
erzeugende Funktion f analytisch ist. Die direkten Methoden der Variationsrechnung 
lassen hier allerdings eine Lücke entstehen, da die Existenz eines Minimierers im All- 
gemeinen lediglich in einem Sobolev-Raum gesichert werden kann. 

Im skalaren Fall (n = 1) konnte diese Diskrepanz 1957 durch eine fundamentale Ar- 
beit von De Giorgi [13] überwunden werden. Er zeigte, dass ein Minimierer aus einem 
Sobolev-Raum auch stetig differenzierbar ist. Im vektorwertigen Fall (n > 1) gestaltet 
sich eine derartige Übertragung schwieriger. 1968 legten De Giorgi [14] sowie Giusti 
und Miranda [24] Beispiele vor, bei denen Minimierer eines Funktionals der Gestalt 
(1.3) unstetig sind. Für den vektorwertigen Fall haben sich in der Folge unterschied- 
liche Resultate entwickelt. So ist bis heute eine vielfältige Literatur entstanden, die 
unter verschiedenen Voraussetzungen an das Variationsproblem diverse Resultate in 
der Existenz- und Regularitätstheorie zeigt. 

Daher soll die bestehende Theorie derart aufgearbeitet werden, dass die bisherigen 
Ergebnisse gesammelt, geordnet und unter Berücksichtigung einer moderneren Be- 
handlung verständlich präsentiert werden. Hierbei wollen wir unser Augenmerk auf 
die Anwendung zur Lösung von Randwertproblemen legen. Da allgemeine Existenz- 
und Regularitätsaussagen unter schwächsten Voraussetzungen für bestimmte Anwen- 
dungen nicht hinreichend belastbar sind, müssen für qualitativ stärkere Ergebnisse die 
Anforderungen an ein Variationsproblem der Form (1.3) sukzessiv verschärft werden. 
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Es muss also ein Kompromiss zwischen allgemeineren Theorien der Variationsrechnung 
einerseits und der Anwendbarkeit auf konkrete Randwertprobleme andererseits gefun- 
den werden. Als sinnvoll wird ein Vorgehen empfunden, das stets die fundamentalen 
Beweisideen erkennbar darlegt. 

Im Sinne einer einheitlichen Darstellung soll die Existenz- und Regularitätstheorie 
überwiegend für Minimierer X : G — R? mit G C R? behandelt werden, da die Theo- 
rie im späteren Verlauf auf das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener 
mittlerer Krümmung im R? angewendet werden soll. Eine Diskussion möglicher Ver- 
allgemeinerungen hinsichtlich anderer Dimensionen wird angestrebt. 

Zunächst soll eine geeignete Klasse von Variationsproblemen eingeführt und die Exis- 
tenz eines Minimierers für ein derartiges Variationsproblem aufgearbeitet werden. Im 
Anschluss daran sollen Aussagen über die Regularität eines solchen Minimierers ge- 
troffen werden. Es soll eine geschlossene Existenz- und Regularitätstheorie entstehen, 
die der Lösung von Randwertproblemen, hierbei insbesondere dem Plateauschen Pro- 
blem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung, dient. 

Insbesondere soll keine Existenztheorie unter schwächsten Voraussetzungen ausgear- 
beitet werden, da diese Voraussetzungen in der Regularitätstheorie nicht gehalten wer- 
den können. Die Behandlung einer allgemeineren Fxistenztheorie, welche die Einfüh- 
rung einer Terminologie erfordert, die im Rahmen der Regularitätstheorie größtenteils 
verworfen werden müsste, soll vermieden werden. Als leitende Quelle der Existenz- 
und Regularitätstheorie soll unter anderem die Monographie [55] von Morrey dienen. 
Um eine Verbindung zur Lösungstheorie partieller Differentialgleichungssysteme be- 
ziehungsweise zu Randwertproblemen herzustellen, wird zudem eine Betrachtung der 
ersten Variation notwendig sein. 

Schließlich sollen die erarbeiteten Resultate der Variationsrechnung auf das Plateau- 
sche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung angewendet werden. 
Unter anderem wollen wir an neue Ergebnisse zu Flächen vorgeschriebener mittlerer 
Krümmung im Kegel von Friedrich Sauvigny [62, 63], Paolo Caldiroli und Alessandro 
Iacopetti [8] sowie Josef Bemelmans und Jens Habermann [4] anknüpfen und mit- 
hilfe der Variationsrechnung das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener 
mittlerer Krümmung im Kegel untersuchen. Für Methoden, die zusätzlich zur Varia- 
tionsrechnung erforderlich sind, um das Plateausche Problem für Flächen vorgeschrie- 
bener mittlerer Krümmung zu behandeln, soll auf Standardwerke der Minimal- und 
H-Flächen-Theorie wie [10, 15, 16, 56] zurückgegriffen werden. 

Insgesamt wird eine schlüssige, lückenlose und gut nachvollziehbare Darstellung der 
Existenz- und Regularitätstheorie der zweidimensionalen Variationsrechnung zur An- 
wendung auf Randwertprobleme angestrebt. 
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Wir wollen das Kapitel 2 nutzen, um wichtige Begriffe und Zusammenhänge elemen- 
tarer Natur zu sammeln. Dabei soll keine umfangreiche Aufarbeitung grundlegender 
Theorien erfolgen, sondern vorrangig ein Nachschlagewerk wiederkehrender und fun- 
damentaler Inhalte entstehen. Besonders wollen wir ein Verständnis für vektorwertige 
Lebesgue- und Sobolev-Räume sowie für verschiedene Stetigkeitsbegriffe schaffen. 
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Im Kapitel 3 gehen wir auf die Theorie der direkten Methoden der Variationsrechnung 
im Zusammenhang mit dem Funktional (1.3) ein. Maßgeblich für die Existenz- und 
Regularitätstheorie werden die Eigenschaften der im Funktional (1.3) auftretenden 
Funktion f sein. Wir werden die Forderungen an f im Verlauf der Arbeit sukzessiv 
spezifizieren, sodass die erhaltenen Frgebnisse im Einklang zueinander stehen. 
Nachdem wir die schwache Unterhalbstetigkeit des Funktionals in Wb?(G) nachge- 
wiesen haben, werden wir die Fxistenz eines Minimierers in einer geeignet gewählten 
Klasse F C W1?(G) zeigen. Es handelt sich hierbei um zwei grundlegende Ergebnisse 
der modernen Variationsrechnung, die wir ausführlich darlegen. 

Da wir die allgemeine Theorie der Variationsrechnung später auf das Plateausche Pro- 
blem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung im R? anwenden wollen, for- 
mulieren wir den Großteil der Ergebnisse für Abbildungen X: G > R? mit G c R?. 
Eine Verallgemeinerung der Theorien des Kapitels 3 auf Abbildungen X: G > R” mit 
G C R” ist jedoch ohne Weiteres möglich. 

Hingegen werden uns im Verlauf des Kapitels 4 Ergebnisse wie beispielsweise die Ver- 
knüpfung von Fourierreihen mit dem Dirichlet-Integral (Lemma 4.2) begegnen, die 
explizit die Raumdimension m = 2 erfordern. Bezüglich der Dimension des Wertebe- 
reichs können die Ergebnisse aus den Kapiteln 4 und 5 problemlos auf Abbildungen 
X: G— R” übertragen werden. 

Zu Beginn des Kapitels 4 zeigen wir mit dem Dirichletschen Wachstumstheorem ein 
fundamentales Ergebnis Morreys, welches in vielen seiner Arbeiten [z. B. 50-55] von 
entscheidender Bedeutung ist. Das Dirichletsche Wachstumstheorem ermöglicht den 
Nachweis der Hölder-Stetigkeit einer Funktion X € W"?(G), sofern deren Dirichlet- 
Integral einer gewissen Wachstumsbedingung genügt. Anders als in den Ausführungen 
Morreys nutzen wir für den Beweis ein Ergebnis, das auf Campanato zurückzuführen 
ist. Abweichend von anderen Arbeiten wie [26, 48, 64] verwenden wir eine Friedrichs- 
Glättung anstelle des Integralmittels. In diesem Kontext leiten wir eine Poincaré- 
Ungleichung her, die das Integralmittel durch eine Friedrichs-Glättung ersetzt. 

Im Anschluss daran weisen wir nach, dass sich das Dirichletsche Wachstumstheorem 
auf einen Minimierer des Variationsproblems anwenden lässt, um die Hölder-Stetigkeit 
des Minimierers zu zeigen. Dafür sind einige Vorbetrachtungen notwendig. 

Zunächst überarbeiten wir einen Zusammenhang aus [51], der eine fundamentale Ver- 
bindung zwischen Fourierreihen und dem Dirichlet-Integral herstellt. Wir setzen uns 
anschließend mit der Begriffsbildung von Randwerten für Sobolev-Funktionen ausein- 
ander und definieren die harmonische Ersetzung einer Funktion. Mithilfe des Zusam- 
menhangs zwischen Fourierreihen und dem Dirichlet-Integral können wir das Dirichlet- 
Integral einer harmonischen Ersetzung bestimmen. Dabei schließen wir eine wesentli- 
che Lücke in der bisherigen Argumentation, indem wir die eindeutige Darstellung der 
harmonischen Ersetzung mit L?-Randwerten unter Verwendung der Theorie harmoni- 
scher Hardy-Räume herleiten. 

Mit diesen Vorbetrachtungen zeigen wir das Wachstumslemma. Dieses liefert ein Kri- 
terium, welches durch einen Vergleich der Dirichlet-Integrale einer Funktion und zuge- 
höriger harmonischer Ersetzungen die im Dirichletschen Wachstumstheorem notwen- 
dige Wachstumsbedingung gewährleistet. Da das Wachstumslemma und somit auch 
das Dirichletsche Wachstumstheorem auf einen Minimierer des behandelten Variati- 
onsproblems anwendbar sind, können wir die Hölder-Stetigkeit des Minimierers im 
Inneren nachweisen. 
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Daran anknüpfend zeigen wir, dass der Minimierer bis zum Rand stetig ist, sofern ste- 
tige Randwerte vorliegen. Dafür nutzen wir eine Methode von Hildebrandt und Kaul 
[36]. Da in der dortigen Argumentation offen bleibt, wie sich eine zentrale Voraus- 
setzung unter konformen Transformationen verhält, nutzen wir im Gegensatz zu [36] 
eine unter konformen Transformationen invariante Bedingung, welche wir bereits vom 
Wachstumslemma kennen. 

Die Ergebnisse des Kapitels 4 bündeln wir in einer Aussage über die Existenz eines 
stetigen Minimierers. Wir erhalten mit dieser Regularitätsaussage eine erste Erweite- 
rung der Existenzaussage aus dem Kapitel 3. 

Im Kapitel 5 werden wir darlegen, dass sich die Regularität eines Minimierers des 
Variationsproblems unter spezielleren Anforderungen an die dem Funktional (1.3) zu- 
grundeliegende Funktion f weiter erhöhen lässt. Wir werden die Hölder-Stetigkeit der 
ersten Ableitungen eines Minimierers zeigen. Grundlegend dafür ist die notwendige 
Bedingung, dass die erste Variation des Funktionals (1.3) für den Minimierer exis- 
tiert und verschwindet. Die erste Variation führt uns gleichzeitig auf die sogenannte 
Euler-Lagrange-Gleichung, welche eine Verbindung zur Lösung partieller Differential- 
gleichungen herstellt. 

Bei der Untersuchung der ersten Variation spielt die Wahl der Testfunktionen, be- 
züglich derer ein Minimierer variiert wird, eine wichtige Rolle. Je nach Auswahl der 
Testfunktionen sind verschiedene Voraussetzungen an die dem Funktional (1.3) zu- 
grundeliegende Funktion f nötig [vgl. 12, 3.4.2]. Da wir für den Nachweis höherer 
Regularität eines Minimierers Modifikationen des Minimierers als Testfunktionen nut- 
zen, wählen wir den Raum der Testfunktionen entsprechend angepasst. 

Die grundlegende Idee zum Beweis der Differenzierbarkeit eines Minimierers besteht 
darin, die Differenzenquotienten des Minimierers über die erste Variation zu untersu- 
chen und das Dirichletsche Wachstumstheorem geeignet anzuwenden. Daher tragen wir 
in Vorbereitung dessen Eigenschaften über Differenzenquotienten in Sobolev-Räumen 
zusammen. Gleichzeitig wird es notwendig werden, weitere Untersuchungen zum Di- 
richletschen Wachstum vorzunehmen. Hierbei werden Aussagen verallgemeinert bezie- 
hungsweise in ihrer Darstellung verbessert. 

Zum Nachweis der Hölder-Stetigkeit der ersten Ableitungen eines Minimierers folgen 
wir methodisch dem zweiteiligen Vorgehen von Hildebrandt und von der Mosel [37]. 
Allerdings weichen wir bei den Voraussetzungen an die dem Funktional (1.3) zugrun- 
deliegende Funktion f ab und verallgemeinern die Aussage von der Kreisscheibe auf 
beschränkte, konvexe C?-Gebiete. Wir zeigen im ersten Teilresultat die Zugehörigkeit 
eines Minimierers zur Klasse WG), bevor wir im zweiten Teilresultat die Hölder- 
Stetigkeit der ersten Ableitungen nachweisen. Beide Teilbeweise gestalten wir deutlich 
ausführlicher als in [37]. 

Ein zentrales Hilfsmittel in beiden Beweisen stellt eine sogenannte Abschneidefunk- 
tion dar. Wir werden die Existenz einer solchen Funktion nachweisen und dabei ein 
besonderes Augenmerk auf die selten untersuchte Abschätzung ihres Gradienten legen. 
Zudem erarbeiten wir weitere Hilfsmittel wie eine Poincaré-Ungleichung für Kreisringe, 
die wir im Beweis des zweiten Teilresultats, der Hölder-Stetigkeit der ersten Ableitun- 
gen eines Minimierers, benötigen werden. Abschließend bündeln wir unsere Ergebnisse 
des Kapitels 5 und verknüpfen diese mit den Erkenntnissen der vorangegangenen Ka- 
pitel in einem Satz über die Existenz differenzierbarer Minimierer. 
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Um mithilfe der Variationsrechnung tiber die Euler-Lagrange-Gleichung eine Verbin- 
dung zu partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu schaffen, ist es erstre- 
benswert, dass ein Minimierer des Variationsproblems mindestens zweimal stetig dif- 
ferenzierbar ist. Vom Nachweis einer höheren Regularität, wie von Morrey in [49] 
angegeben, wollen wir jedoch Abstand nehmen, da die Übertragung eines im skalaren 
Fall gültigen Ergebnisses von Hopf [38] auf den vektorwertigen Fall in den Ausführun- 
gen Morreys offen bleibt. 

Stattdessen spezifizieren wir unsere Untersuchungen im Kapitel 6 auf eine speziel- 
le Klasse von Variationsproblemen zu der beispielsweise auch das Dirichletproblem 
des H-Flächen-Systems gehört. Die Kernidee besteht darin, den Minimierer eines Va- 
riationsproblems lokal unter Verwendung der Schaudertheorie mit der Lösung einer 
Poisson-Gleichung zu identifizieren und so zu einer entsprechenden Regularitätsaussa- 
ge des Minimierers zu gelangen. Wir bezeichnen Minimierer derartiger Variationspro- 
bleme daher auch als Minimierer vom Poissonschen Typ. 

Wir beginnen das Kapitel 6 mit dem Nachweis, dass eine differenzierbare Lösung einer 
schwachen Poisson-Gleichung Hölder-stetige zweite Ableitungen besitzt und auch die 
zugehörige klassische Poisson-Gleichung löst. Das Ergebnis lässt sich für Minimierer 
entsprechender Variationsprobleme nutzen, indem wir die Euler-Lagrange-Gleichung 
eines Minimierers so umformulieren, dass sich die Struktur der schwachen Poisson- 
Gleichung ergibt. Aufgrund der Konstruktion wird der Minimierer somit zu einer Lö- 
sung der schwachen Poisson-Gleichung, sodass wir die Regularitätsaussage verwenden 
können. Ein erstes Beispiel dieses Vorgehens zeigen wir anhand des Dirichletschen 
Prinzips für harmonische Abbildungen in Riemannschen Räumen. 

Im Anschluss daran wollen wir die erarbeitete Existenz- und Regularitätstheorie im 
Kontext des Plateauschen Problems für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krüm- 
mung, auch H-Flächen genannt, zur Anwendung bringen. Dafür lösen wir zunächst 
das Dirichletproblem für das H-Flächen-System, indem wir ein geeignetes Variations- 
problem untersuchen. Von zentraler Bedeutung ist hierbei die Auswahl eines zweck- 
mäßigen Funktionals. Es muss so gewählt sein, dass die zugehörige Euler-Lagrange- 
Gleichung auf das H-Flächen-System führt. 

Mit dem Heinz-Hildebrandt-Funktional, welches auf Erhard Heinz und Stefan Hilde- 
brandt zurückzuführen ist, werden wir ein geeignetes Funktional einführen, das wir in 
Anerkennung einer Vielzahl wegweisender Arbeiten beider Mathematiker im Bereich 
der Minimal- und H-Flächen entsprechend bezeichnen. Wir untersuchen ausführlich, 
dass dieses die Voraussetzungen der allgemeinen Existenz- und Regularitätstheorie 
der vorangegangenen Kapitel erfüllt. Derartige Betrachtungen werden meist vernach- 
lässigt. Zudem beweisen wir Hilfsmittel, die uns bei einer nachfolgenden detaillierten 
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung und der damit verbundenen Lösung des Di- 
richletproblems für das H-Flachen-System unterstützen. 

Als Erweiterung des Dirichletproblems für das H-Flächen-System betrachten wir an- 
schließend das allgemeine Plateausche Problem für H-Flachen. Wir formulieren das 
Plateausche Problem für H-Flachen und beleuchten wesentliche Aspekte, die eine Lö- 
sung des Problems mit Methoden der Variationsrechnung ermöglichen. Insbesondere 
setzen wir uns mit der Wahl einer zulässigen Menge sowie der Invarianz des Volumen- 
terms des Heinz-Hildebrandt-Funktionals unter gewissen Abbildungen auseinander. 
Für die Lösung des allgemeinen Plateauschen Problems für H-Flachen minimieren wir 
das Heinz-Hildebrandt-Funktional zunächst in der zulässigen Menge. 
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Uber die so erhaltene Lésung gelangen wir mithilfe der vorangegangenen Lésungstheo- 
rie des Dirichletproblems für das H-Flächen-System zu einer Lösung mit der gewünsch- 
ten Regularitätsaussage und erkennen, dass diese das H-Flächen-System erfüllt. Der 
Beweis der Konformitätsrelationen der Lösung lässt sich aufgrund der Invarianz des 
Volumenterms des Heinz-Hildebrandt-Funktionals auf entsprechende Untersuchungen 
zum Dirichlet-Integral von Courant [10] oder Nitsche [56] zurückführen. Für den Nach- 
weis, dass die Lösung den Rand des Parametergebiets topologisch auf die gegebene 
Randkurve abbildet, greifen wir auf Ergebnisse von Hartman und Wintner [28] sowie 
Heinz [30, 31] zurück. Wir gelangen so zu einer Lösung des allgemeinen Plateauschen 
Problems für H-Flachen. 

Zu beachten ist dabei, dass wir die Funktion der mittleren Kriimmung aus dem Heinz- 
Hildebrandt-Funktional abgeleitet haben. Aus der Sicht des Plateauschen Problems 
ist es jedoch eine natürlichere Anforderung, das Funktional aus einer gegebenen mitt- 
leren Krümmung herzuleiten. Zudem stellt sich die Frage, wie sich eine H-Fläche 
verhält, deren gegebene Randkurve innerhalb eines Körpers liegt. In Ergänzung der 
vorangegangenen Darstellung zum allgemeinen Plateauschen Problem für H-Flachen 
untersuchen wir diese beiden anwendungsbezogenen Aspekte. 

Zunächst zeigen wir ein Maximumprinzip, welches auf dem Berührprinzip von Mini- 
malflächen beruht. Anschließend lösen wir das Plateausche Problem für H-Flachen in 
Kugeln, in Zylindern sowie im Einheitskegel. Dazu konstruieren wir für verschiedene 
Geometrien, motiviert durch das Poincarösche Lemma, mithilfe von Differentialformen 
aus einer in der entsprechenden Geometrie gegebenen Funktion der mittleren Krüm- 
mung ein zugehöriges Heinz-Hildebrandt-Funktional. 

Es ist uns so möglich, das Plateausche Problem für H-Flachen in Körpern auf das all- 
gemeine Plateausche Problem für H-Flächen zurückzuführen. Wir weichen damit von 
der vorherrschenden Philosophie ab, die zulässige Menge auf Abbildungen mit Werten 
innerhalb des Körpers einzuschränken. Wir erhalten eine allgemeine H-Fläche, welche 
wir mittels des gezeigten Maximumprinzips und geometrischer Maximumprinzipien 
von Erhard Heinz, Stefan Hildebrandt und Friedrich Sauvigny als innerhalb des Kör- 
pers befindlich erkennen. 

Wir beenden unsere Ausführungen, indem wir die wesentlichen Aspekte der Arbeit im 
Kapitel 7 resümieren. 
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genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts anderes 
ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Commons Lizenz 
steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt ist, ist für 
die oben aufgeführten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des jeweiligen 
Rechteinhabers einzuholen. 
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2 Grundlagen 


Zunächst tragen wir einige mathematische Grundlagen zusammen. Unser Ziel ist es, 
einerseits die verwendete Notation und Konventionen einzuführen sowie andererseits 
wesentliche Definitionen und Ergebnisse fundamentaler Natur zusammenzutragen, die 
als weitgehend bekannt angesehen werden können. Ein Nachschlagen in der entspre- 
chenden Fachliteratur soll sich dadurch erübrigen. Es sei jedoch ausdrücklich ange- 
merkt, dass keine umfassende Darstellung von Zusammenhängen angestrebt wird. Des 
Weiteren legen wir einige Aspekte erst in späteren Kapiteln dar, wenn dies dem bes- 
seren Verständnis des entsprechenden Kontextes dient. 

Für ein vertiefendes Studium der angeschnittenen Themenfelder verweisen wir auf die 
einschlägige Literatur. Eine mathematische Grundbildung in den Bereichen der Ana- 
lysis, der Funktionentheorie, der Funktionalanalysis und der linearen Algebra, die sich 
beispielsweise in der teilweisen Kenntnis der Inhalte von [59-61] und [19] widerspie- 
gelt, wird vorausgesetzt. 

Zu Beginn erklären wir die grundlegende Notation und vereinbaren einige Konven- 
tionen. Anschließend befassen wir uns mit elementaren Ungleichungen, die im Laufe 
unserer Ausführungen zur Anwendung kommen und teilweise unbekannterer Natur 
sind. Zusätzlich führen wir auf der Basis reellwertiger Lebesgue- und Sobolev-Räume 
deren vektorwertige Pendants ein und zeigen einige zugehörige Eigenschaften dieser. 
Abschließend befassen wir uns mit der Hölder- und Lipschitz-Stetigkeit sowie den ab- 
solut stetigen Funktionen. 


2.1 Notation und Konventionen 


Mit N := {1,2,...} bezeichnen wir die natürlichen Zahlen und mit No := NU {0} die 
natürlichen Zahlen mit der Null. Weiter kennzeichnen wir mit R die reellen Zahlen 
und mit C die komplexen Zahlen. 

Das Kronecker-Delta oder auch Kronecker-Symbol erklären wir durch 


1 füri=j, 
bij = en 
0 füröi#j 


und das Levi-Civita-Symbol in drei Dimensionen durch 


= jk — ji 
Ejij2ja = II L] ` 
1<k<I<3 


Zu einer Menge Q bezeichnen wir mit Q ihren Abschluss, mit 9° ihr Inneres, mit 90 
ihren Rand oder auch ihre Randpunkte sowie mit Q° ihr Komplement. 


© Der/die Autor(en) 2023 

A. Künnemann, Existenz- und Regularitätstheorie der 
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf 
das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer 
Krümmung, https://doi.org/10.1007/978-3-658-41641-6_2 
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Zudem kennzeichnen wir mit 


IQ] := fiw 
Q 


das Maß beziehungsweise den Inhalt der Menge 2. Wir schreiben G CC Q, wenn G 
kompakt ist und G C Q gilt. 

Wie üblich identifizieren wir R? und C miteinander. Eine komplexe Zahl w = u+iv € C 
verstehen wir auch als Vektor oder Punkt w = (u,v) € R? und umgekehrt. Dabei 
sei zusätzlich angemerkt, dass wir eine Funktion g der reellen Variablen u und v 
gegebenenfalls als Funktion der komplexen Variable w auffassen und umgekehrt. 

Mit R™*” bezeichnen wir den Vektorraum der mxn-Matrizen. Wir wollen einen Vektor 


y = (Y1, ---, Ym) € R” gleichermaßen als Element aus R™®*! oder R!*™ auffassen, 
sofern sich aus dem Kontext keine Notwendigkeit zur Spezifizierung ergibt. Den j-ten 
Einheitsvektor im R™ erklären wir für j € {1,...,m} durch ej = (6j1,...,djm) € R™. 
Wir kennzeichnen eine Matrix A = (aij) i=1,...ym:j=1,...n = (a)i=1,..mj=1,..,n e Rms 
teilweise durch ihre Spalten, indem wir A = (a1,...,@n) mit den Vektoren 
ay aj 
aj=|[ : |=|: | eR” 
ajm ay" 
fir j = 1,...,n schreiben. Eine Matrix A = (aı,...,4n) € R™*” interpretieren wir 
mittels 
ay 
A=]: |eR” 
an 


manchmal auch als Vektor. Durch AT € R”*™ kennzeichnen wir die ee 


Matrix einer gegebenen Matrix A € R™*”. Mit |y| := Wr... +, yi + , bezeichnen 
wir die euklidische Norm eines Vektors y = (y1,..., Ym) € R”. Wir fe ea diese 
Definition für eine Matrix A = (aij) i=1,....m:j=1,....n i ., an) € R™*” gemäß 


NIE 


m n 


[A| = Syal =| X lal 
j=1 


i=1j=1 


in den Raum R™*”. Allgemeiner definieren wir für q > 1 durch 


m 
lula = | DI 1831? 
j=l 


die g-Norm eines Vektors y = (y1,.--, Ym) € R” und bemerken ||y||. = |y|- 

Um die Verwendung des Standardskalarprodukts im R™ hervorzuheben, schreiben wir 
yı yo oder (y1, y2) für yı,y € R”. Das Kreuzprodukt zweier Vektoren yi, y2 € R? 
stellen wir durch yı A y2 € R? dar. Zu drei Vektoren y1, y2, y3 € R? bezeichnen wir 
deren Spatprodukt mit (y1, y2, y3) € R. 
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Wir kennzeichnen mit B(wo,r) := {w € R™ : |w — wo| < r} c R” die offene Kugel im 
R” vom Radius r > 0 mit Mittelpunkt wo € R™ und setzen S”"1:= 9B(0,1) C R”. 
Zudem erklären wir durch dist(Q1, Q2) := inf! |yı — ye] : (yi, y2) € Qı x N2} den 
Abstand zweier Mengen 01,02 C R” und vereinbaren dist(y, Q) := dist({y},Q) für 
yeR” und Q C R” sowie dist(yı, y2) := dist([yı}, {y2}) für y1, y2 € R”. 

Zu einer Funktion g: Q > R” und einer Teilmenge Qo C Q erklären wir das Bild von 
Qo unter der Abbildung g durch 


Q) := {g(w) : w E€ A} CR". 


Ka 


Wir bezeichnen die zu einer bijektiven Abbildung g: Q — G inverse Abbildung mit 
gt: G > Q. Für zwei Funktionen g1: Q1 3 Qə und go: Qə — R” erklären wir deren 
Komposition mittels 


92 0 91(y) := g2(91(Y)) 


für y € Qı. 
Den Vektorraum der stetigen Funktionen, die von einer Menge Q C R” nach R” 
abbilden, bezeichnen wir mit 


C(Q, R”) := {g: Q > R” : g ist stetig auf Q}. 


Analog hierzu erklären wir zu k € No den Vektorraum C* (Q, R™) aller auf einer offenen 
Menge Q C R” k-mal stetig differenzierbaren Funktionen g: Q — R™. Wir beachten 
dabei C(Q,R™) = C°(OQ,R™). Mit C*(Q,R™) charakterisieren wir alle Funktionen 
aus C*(Q,R™), die zusammen mit all ihren Ableitungen bis zur einschließlich k-ten 
Ordnung stetig auf N fortgesetzt werden können. Des Weiteren erklären wir die Räume 


c™(2,R™) = | C*(Q,R”) 
kENo 


und 


COQ, R”) := f) CQ, R”). 
kENo 

Soll der Bildbereich No hervorgehoben werden, schreiben wir auch C*(Q, Qo). Im Ge- 
gensatz dazu notieren wir kurz C*(Q), wenn der Bildbereich aus dem Kontext ersicht- 
lich oder nicht relevant ist. 

Sofern keine anderslautende Definition üblich ist beziehungsweise eingeführt wird, ist 
eine für reellwertige Funktionen bekannte Operation wie etwa die Integration oder die 
Differentiation auf eine vektorwertige Funktion komponentenweise anzuwenden. Wir 
bemerken beispielsweise 


[ow (foon foa) 


für eine Funktion g = (91,.--,9n): Q > R”. 
Die partielle Ableitung einer Funktion g € C1(Q) nach der j-ten Variable yj an der 
Stelle y = (y1,---,Ym) € Q C R” kennzeichnen wir durch 

dg(y) 


Iy (Y) = y; ` 
j 
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Für eine vektorwertige Funktion g = (g1,---,9n) € C1(Q,R") mit Q C R” beachten 
wir 


(g:)y,(y) = dgi(y) _ En 


Oy; dy; ) = (Iy; Wi = Iy; iY) : 


Mit 


Hu) a (Agly)\ _ 
Gyan) ie | u) (ov), (y) 


charakterisieren wir die zweite Ableitung nach y; und yx. Höhere Ableitungen kenn- 
zeichnen wir analog. 

Unter Verwendung des Nabla-Operators V erklären wir zu einer Funktion ge C1(Q) 
mit Q C R™ ihren Gradienten Vg für y = (y1,---, Ym) € Q durch 


Vg(y) := (an...) = (Gy (Y), - - +1 Gum(Y)) + 


Zu einer Funktion g = (91,---,9m) € C1(Q,R™) mit Q C R” bilden wir deren Diver- 
genz in y = (Yı,...,Ym) E€ Q durch 


m 


m 
div g(y) : ya zn DA gj) yil 


j=l j=l 


Des Weiteren definieren wir zu ge C?(0,R) 


m 8 m 
Ag(y) := div Vg(y) =), gly) 2 um (y) 


j=1 A 


für y = (y1, ---, Ym) E Q C R” mithilfe des Laplace-Operators A. Für g € C?(Q, R”) 
erklären wir Ag komponentenweise. 

Zu einer Funktion g: Q1 x Q2 — R” mit g(w,y) für alle (w, y) € Q1 x Qə erhalten wir 
für jedes feste y € Qe eine Funktion g(-, y): Qı > R” und für jedes feste w € Qı eine 


Funktion g(w,-): Q2 — R”. Dementsprechend kennzeichnen wir mit w = (w1,...,Wm) 
durch 
ðglw,y)  Əg(w,y)\ _ 
Vng(w,y) = (FA, EN) = (gu (1050), om C0) 


den Gradienten von g bezüglich w und durch Vyg den Gradienten von g bezüglich y. 
Analog dazu erklären wir 


Ving, y) = Vy(Vwg(w, y)) 


sowie V2 „g(w,y), V? g(w, y) und Viwg (Ww, y). 
Wir definieren zu einer Funktion g: Q — R” ihren Träger oder Support durch 


supp(g) = {y EQ : gly) FO}. 
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Mit 

Co(Q) := {ge C(Q) : supp(g) CC 9} 
bezeichnen wir die Menge der Funktionen mit kompaktem Träger in Q und setzen 
CR(Q) = CP(Q) N Co(Q) für k € No U {oo}. 
Eine nichtleere und offene Menge Q, die zusammenhängend in dem Sinne ist, dass es 
zu jedem Punktepaar aus Q einen stetigen Weg in Q vom einen zum anderen Punkt 
gibt, nennen wir auch Gebiet. Gebiete lassen sich hinsichtlich der Regularität ihres 


Randes klassifizieren. Im Sinne von [11, Definition 1.40] beachten wir dazu die folgende 
Definition. 


Definition 2.1 (C*-Gebiet). Wir bezeichnen ein Gebiet G C R™ als C*-Gebiet 
oder auch als Gebiet der Klasse C} mit k € NU {oo}, falls für jedes wo € OG eine 
Umgebung 2 von wo sowie eine bijektive Abbildung g: Q + B(0,1) C R” existieren, 
sodass die nachfolgenden Bedingungen erfüllt sind: 


a) (QN G) = {w = (wı,...,Wm) E R™ : |w| < 1, wm > 0}, 
b) g(QN OG) = {w = (wı,...,Wm) E R” : |w| < 1, wm = 0} sowie 
c) ge CEQ) und gt € C*(B(0,1)). 


2.2 Elementare Abschätzungen 


Wir beginnen mit einer gewichteten Variante der Ungleichung vom arithmetischen und 
geometrischen Mittel. Mithilfe der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen 
Mittel erhalten wir für zwei nichtnegative Zahlen a,b > 0 und beliebiges € > 0 sofort 


1 1 1 
TE ee (ca?) (že) Sea’ t-t. 


Somit ist das folgende Lemma bewiesen. 

Lemma 2.1. Für beliebige nichtnegative Zahlen a,b > 0 und beliebiges e > 0 gilt 
Dab < ca? + 20. 

Aus [48, Lemma 1.1] entnehmen wir das folgende Resultat und die Idee für dessen 

Beweis. 

Lemma 2.2. Für alle a,b E€ R und £ > 0 gilt 


q—1 j 1q Nat ig pe 
la+ < (1+e) Jal +(1+2) bl? fir l<q<+o0, 
jal? + |b]? fir0<q<1. 


Beweis. Da die Funktion y +> yf für alle q > 0 auf [0, +00) monoton wachsend ist, 
schließen wir für alle a,b € R mithilfe der Dreiecksungleichung 


la + b|? = (la + b|)? < (la| + |b)? = Ila] + loll? - 
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Somit genügt es, die Aussage für a,b > 0 zu zeigen, wobei wir zusätzlich beachten, 
dass für a = 0 oder b = 0 nichts zu zeigen ist. 
Für 1 < q < +œ ist die Abbildung y > y@ auf (0,+00) konvex, sodass sich 


(a+o"= (AS + 2) aly Ha (4) 
= 179494 (1 - AJI pq 


für alle a,b > 0 und jedes A € (0,1) ergibt. Mit 


ed 
TIFE 


erhalten wir daraus die gewünschte Aussage für den Fall 1 < q < +00. 
Für 0 < q < 1 ist die Abbildung y + y1! streng monoton fallend auf (0, +00). Wir 
wählen ein beliebiges y € (0,a + b) und erhalten 


0 < (a+b)! < yet 
sowie 
0< (a+b) Tty < y! 


für a,b > 0. Wir nutzen diese Abschätzung mit y = a beziehungsweise y = b und 
berechnen 


(a+b)! = (a+b)?! (a+b) = (a+b) a+ (a+b)! b < al + 09 


für alle a,b > 0. 


Wir zeigen ein Ergebnis, das wir für den anschließenden Beweis der Normäquivalenz 
im R” benötigen werden. 


Lemma 2.3. Seia € [0,1] fest gewählt. Dann ist die Funktion ga(q) = a? auf dem 
Intervall [1,+00) schwach monoton fallend. 


Beweis. Für die Werte a = 0 oder a = 1 gilt go(q) = 0 beziehungsweise gi(q) = 1 für 
alle q € [1, +00) und daher ist in diesen Fällen nichts zu zeigen. 
Sei nun also ein a € (0,1) fest gewählt. Wir bemerken zunächst 


Ina _ ef Ina 


9a(q) = a! =e 
und berechnen entsprechend 
gilda) = nae?™? = Inag,(q) 
für q € [1, +00). 
Wegen a € (0,1) folgt Ina < 0 und es ergibt sich unter zusätzlicher Beachtung von 


ga(q) > 0 für alle q € [1,+00) insbesondere g/,(q) < 0 für alle q € [1,+00), was die 
schwache Monotonie von ga auf dem Intervall [1, +00) zur Folge hat. 
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Das folgende Ergebnis zur Aquivalenz der q-Normen im R” wird im Verlauf der Arbeit 
auf vielfaltige Weise immer wieder zur Anwendung kommen. 


Lemma 2.4 (Normäquivalenz im R”). Für einen Vektor v = (v1,...,Um) € R” 
und 1 < qı < q2 < +00 gilt 


m T m T das m as 
Sele) <(Ņ lye] <m (N? 
j=1 j=1 j=1 


1 1 
beziehungsweise kurz |lvl|4, < |vll,., < ma ® Ilolla 


Beweis. Da ||u||,, = lloll = 0 für v = 0 gilt und sich die Richtigkeit der Aussage in 
diesem Fall unmittelbar ergibt, wollen wir im Folgenden v ¥ 0 voraussetzen. 
Wegen ||v||,, #0 gilt zunächst 


m = m |v, | q2 \ 92 
lela = | Solel?) = lella S ) . (2.1) 
j=1 j=1 qı 


Unter Beachtung von 


i m a 
0 < [vil = (lvjl") a < (Er) = lloll 


j=l 
beziehungsweise 
0< [vol <1 
lella 
für jedes jo € {1,...,m} können wir das Lemma 2.3 in (2.1) auf jeden Summanden 


der rechten Seite anwenden und erhalten 


1 


lol Bil < all, Bi 
j=l qı j=l qı (2.2) 


a 1 
m „| 92 vllt a2 
= lola (32 ola (ere) = lol 
j=1 Na q 


Die Kombination aus (2.1) und (2.2) liefert uns schließlich 


i a 
m q2 m a 
vll. = (3 or) < (3 er) = loll: 
j=l j=l 


fir 1 < qı <q <+o. 
Somit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen. 
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Mit der Hölderschen Ungleichung im R™, die wir [61, Kap. III, §7, Satz 8] entnehmen, 
berechnen wir 


1 
a 1-11 


m a fm a ta w\ 2 fm a \ba]® 
Sig | ei] =) Seely | ores 
j=l j=l j=l j=l 


für 1 < qı < q2 < +00. Wir beachten, dass die Aussage 


N 


I T 


1 


m q “it m a2 if D 
lola =| doll") sme |Y j) =m e Jol, 
j=l j=l 


auch für 1 < qı < q2 < +00 richtig bleibt. Dies vervollständigt den Beweis. 


Wir kommen nun zu einem Ergebnis, mit dessen Hilfe wir später die Koeffizienten von 
Matrixfunktionen abschätzen können. 


Lemma 2.5 (Matrixabschätzung). Es sei A = (aj;)i,j=1,....n € R””” eine symme- 

trische, positiv semidefinite Matrix. Zusätzlich sei mit einer Konstanten M > 0 
vTAv < M |o}? (2.3) 

für alle ve R” richtig. 

Dann gilt |aij| < M für alle i,j € {1,...,n}. 


Beweis. Zunächst bemerken wir aufgrund der Symmetrie von A 
wT Av = wT Aw = (Aw)"v = vA w 
und erhalten so 


5 (( +w)"A(v+w) - v!Au-wTA w) = („TA w+wTA v) 


vVie-wim 


(vt Aw +vTA w) =v Aw 


für alle v, w € R”. 
Indem wir mit ex € R” den k-ten Einheitsvektor bezeichnen, gilt für i, j € {1,...,n} 


1 
aij = e} Ae; = 5 (ei He;)TA (ei +e;) -el Ae; — ej Ae;) 


und wir ermitteln daraus wegen der positiven Semidefinitheit der Matrix A und der 
Eigenschaft (2.3) einerseits 


1 1 
aij < 3 (ei +e;)"A(eite;)) <5 M lei +e; = M 
sowie andererseits 


aij > ; (-e7 Ae; = ej Aes) > (-M lei? = M|e;ß) =-M. 


NI = 


Dies entspricht der Aussage. 


2.3 Vektorwertige Lebesgue- und Sobolev-Räume 19 


2.3 Vektorwertige Lebesgue- und Sobolev-Räume 


Wir wollen die Theorie über reellwertige Lebesgue- und Sobolev-Räume als bekannt 
voraussetzen. Für eine grundlegende Einführung in diese Räume empfiehlt sich bei- 
spielsweise das Studium von [59] und [60]. 

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Erweiterung dieser Räume auf den vektorwertigen 
Fall einzuführen. Es wird sich dabei zeigen, dass sich Eigenschaften dieser aus ei- 
ner komponentenweisen Betrachtung folgern lassen. Für die Definition vektorwertiger 
Lebesgue-Räume führen wir mit R:= RU {+00} die erweiterte reelle Achse ein. 


Definition 2.2. Es seien q € [1, +00) und Q C R” eine beschränkte offene Menge. 


Zu einer messbaren Funktion g: Q > R” mit gly) = (gı(y),...,gm(y)) für y € Q 
erklären wir die L4(Q)-Norm durch 


4 


Iallzao) := (oa) = Eur) dy]. (2.4) 
Q 


Q vl 


Die Menge aller messbaren Funktionen g: Q > R” mit ||gll L4(9) < +00 bildet den 


Raum L4(Q,R”) oder kurz L4(Q), wenn der Kontext eindeutig ist. Zudem schreiben 
wir ge L©(Q) für eine messbare Funktion g: Q > R”, sofern |g| € LX(N) gilt. 


Bemerkung 2.1. Nachfolgend untersuchen wir nur die Räume L4(Q) mit q € [1, +00). 


Bemerkung 2.2. Streng betrachtet handelt es sich bei der in (2.4) erklärten Funktion 
um keine echte Norm auf dem Raum L4(Q), da es durch diese nicht möglich ist, zwei 
Abbildungen aus L4(Q), die lediglich auf einer Menge vom Maß Null voneinander ab- 
weichen, zu unterscheiden. Daher wird eine Äquivalenzrelation auf L4(Q) eingeführt, 
die zwei Funktionen dieselbe Äquivalenzklasse zuordnet, sofern diese fast überall iden- 
tisch sind. Die Menge dieser Äquivalenzklassen bildet dann den Raum £4(Q), auf 
welchem ||-|| za(n) zu einer Norm wird. 


Bemerkung 2.3. Mit g € L1(0,R") ist fortan ein unbestimmter Repräsentant der 
zugehörigen Äquivalenzklasse aus £4(Q) gemeint. Da eine Funktion g € L4(Q, R”) 
lediglich auf einer Nullmenge die Werte +00 und —oo annehmen kann, ist es gerecht- 
fertigt, zukünftig einen Repräsentanten g: Q > R™ € LQ, R”) auszuwählen und 
ge L4(Q,R™) zu schreiben. 

Wenn wir g € L4(Q,R™) eine gewisse Eigenschaft wie beispielsweise Stetigkeit zu- 
schreiben, ist damit gemeint, dass es einen entsprechenden Repräsentanten der zuge- 


hörigen Äquivalenzklasse mit dieser Eigenschaft gibt. 
Bemerkung 2.4. Für g € LQ, R”) folgt aus der Definition 2.2 unmittelbar 


lgliz) = Ilalllıuo) > 


wobei wir beachten, dass auf der linken Seite die L4(Q)-Norm im Sinne von (2.4) 
vorliegt und uns auf der rechten Seite die wohlbekannte L4(Q)-Norm der reellwertigen 
Funktion |g| € L4(Q,R) begegnet. Dementsprechend gilt g € L4(Q, R™) genau dann, 
wenn |g| € L4(Q, R) erfüllt ist. 
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Wir notieren die folgende Verallgemeinerung einer Eigenschaft reellwertiger Lebesgue- 
Funktionen. 


Lemma 2.6. Es sei ge L!(Q,R”). Dann gilt 


/ gly) dy 


Q 


< / lo(y)| dy. 
Q 


Beweis. Falls 


[ow dy| = 0 


Q 


gilt, ist nichts zu zeigen. In allen anderen Fällen berechnen wir mithilfe der Ungleichung 
von Cauchy-Schwarz 


= (fs 7 : (f a N (Zz w) gdi 
-f 


Q 


/ oly) dy 


Q 


2 


j: gly) dy 


Q 


Fo au Das 


Q 


foa, 
Q 
woraus sich 


J gly) dy 


Q 


< [Isto)lan= f ol 
Q Q 


ergibt. 


Wir wollen nun eine zu (2.4) äquivalente Norm einführen und mit dieser erkennen, 
dass sich viele Eigenschaften reellwertiger Funktionen aus L4(Q) durch eine kompo- 
nentenweise Betrachtung auf den vektorwertigen Fall übertragen lassen. 


Lemma 2.7. Eine Funktion g: Q — R” mit gly) = (aY), ---, g9m(y)) für y € Q 
gehört genau dann zur Klasse LI(Q), 1 < q < +00, wenn gj € LI(Q) für jedes 
j € {1,...,m} richtig ist. Zudem existieren Konstanten 0 < Cy < C2 < +00, sodass 


C1 > II9illzaca) = Igllzeny < C2 5 II9illzac@) (2.5) 


j=l j=l 


für alle g = (g1,---,9m) € LY(Q) gilt. 
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Beweis. Wir berechnen mithilfe einer zweimaligen Anwendung des Lemmas 2.4 


1 
m 1 1 m A 1 1 m = K 
D loli E X lale) =S so) ay 
yl j=l a 
q 


+ 2 
< max{m" 3, m3} Eon) dy 
Q \el 
1-1 1 
= max{m  *,m?} ||g||za(o) 


1 
für jedes g = (91,:..,9m) € L*(9). Indem wir Cy = (max{m!”«,m2})-! setzen, 
ergibt sich daraus 


m 


Ch > laziza) = Iallzan, (2.6) 
j=l 


für alle g = (gı,..., 9m) € LUD). 
Umgekehrt erhalten wir unter nochmaliger Verwendung des Lemmas 2.4 


ay 
m 2 4 
IIgllze~a) = Sur) dy 
Q 


j=1 


1a m q ii m 
= max{1, m? a} (3 ate < max{1, m? BDD II9illzac) 
j=l 


j=l 


ri 
beziehungsweise mit Ca = max{l,m? =} 


m 


Islem < C2 > Isillzun, (2.7) 
j=l 
für alle g = (gı,..., 9m) € LY(Q). 
Aus (2.6) und (2.7) schließen wir (2.5) und damit auch den Rest der Aussage des 
Lemmas. 


Bemerkung 2.5. Wir entnehmen dem Lemma 2.7, dass eine Folge von Funktionen aus 
L4(Q,R"") genau dann bezüglich der Norm (2.4) konvergiert, wenn die Funktionenfol- 
ge in jeder Komponente bezüglich der L4(Q)-Norm konvergiert. 

Dementsprechend vererben sich Eigenschaften, die im Zusammenhang mit einer Kon- 
vergenzaussage bezüglich der L4(Q)-Norm stehen, auf den vektorwertigen Fall. 


Zusätzlich wollen wir die Höldersche Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung auf 
den vektorwertigen Fall übertragen. 
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Unter Beachtung der Bemerkung 2.4 erhalten wir mithilfe der Hölderschen Unglei- 
chung aus [59, Kap. I, 87, Satz 1] und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz für zwei 
Funktionen ge L4(0,R™) und ge L{O,R")mt q@'+q7 1 =1 
lg: illz = Ilg: illiz < Illalla o) 
< |\gllze, Ill za) = Noll cacy llla - 
Damit gelangen wir zu folgender Aussage. 
Satz 2.1 (Höldersche Ungleichung). Es seien q,5 € (1, +00) mtq'+g'=1 
sowie ge LI(Q, R”) und g € L4(Q,R™). Dann sind g- ge L1(Q,R) und 
lg- illa < Nall acy Wl cay 
richtig. 
Ähnlich lässt sich auch die Minkowski-Ungleichung aus dem reellwertigen Fall ableiten. 
Satz 2.2 (Minkowski-Ungleichung). Es seien q € [1, +00) und g,g € L4(Q,R™). 
Dann gelten g +g € L1(Q,R™) und 


lg + lacy < Moll cacay + lillo) - 


Beweis. Aufgrund der Bemerkung 2.4 ermitteln wir 


lø + ölt = | [is satas) < | [(awi+ awas) 
Q 


Q 


a (28) 
= | Fils + aco) 
2 
= IIlgl + [lll zao) - 
Die Minkowski-Ungleichung aus [59, Kap. II, §7, Satz 2] liefert uns zudem 
Ilsl + lilla < Mglllzocay + lllr = lalz + Ill coy (2.9 


unter zusätzlicher Verwendung der Bemerkung 2.4. 
Der Kombination aus (2.8) und (2.9) entnehmen wir die gewünschten Aussagen. 


Wir wollen des Weiteren vektorwertige Sobolev-Räume erklären. Diese führen wir auf 
die reellwertigen Sobolev-Räume, wie sie beispielsweise in [60, Kap. X, $1] erarbeitet 


werden, zurück. 
Zunächst rekapitulieren wir dafür den Begriff der schwachen Ableitung reellwertiger 


Funktionen. 


Definition 2.3. Es sei Q C R” eine beschränkte offene Menge. Zu einer Funktion 
g: Q > Re LQ) und einem Multiindex a = (a1,...,an) € NỌ mit |a| := aı+...+Qn 
nennen wir DAg € L4(Q) die a-te schwache partielle Ableitung, falls 


[ Prat) at) au = D f ot) ov) dy 
Q Q 
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für alle y € CF (N) richtig ist, wobei wir verkürzend 


olal 


= un 
aye 2. Oyan 


gesetzt haben. 

Die schwache Ableitung einer Funktion g: Q > R” mit gly) = (g1(y),.--,9m(y)) für 
y € Q bilden wir durch die Anwendung der schwachen Ableitung auf jede Komponente 
von g, das heißt D@g = (D*g1,...,D* gm), sofern diese für jede Komponente existiert. 


Bemerkung 2.6. Für eine Funktion g € clal(Q) stimmen die schwache Ableitung und 
die (klassische) Ableitung tiberein. Es gilt also 
D*g = Og 

für g € clal(Q). 
Infolgedessen können wir den Gradienten auch im Kontext schwacher Ableitungen 
definieren. 
Definition 2.4. Zu einer beschränkten offenen Menge 2 C R” erklären wir für eine 
Funktion g: Q — R” den schwachen Gradienten durch 

Vg = (D°tg, Pa , D°” g) 7 
sofern alle schwachen Ableitungen existieren. 
Damit sind wir in der Lage, vektorwertige Sobolev-Räume wie folgt einzuführen. 


Definition 2.5. Es seien k € No und q € [1,+00) sowie Q C R” eine beschränkte 
offene Menge. Dann erklären wir durch 


WFQ, R™) := {9 = (91,---59m) € LQ) : gi € W*4(Q) für alle i € {1,...,m}} 
den vektorwertigen Sobolev-Raum mit der W*-4(Q)-Norm 


a 
q 


t 
q 
lallwra(a Rm) = (= Drs = (= [irata . (2.10) 


lal<k lal <ko 


Bemerkung 2.7. Sofern es aus dem Zusammenhang hervorgeht, schreiben wir kurz 
W*4(Q) anstelle von W*4 (Q, R™®). 


Bemerkung 2.8. Es ist W°9(Q) = L9(Q). 


Die komponentenweise Betrachtung von Funktionen vektorwertiger Sobolev-Räume 
ist durch das folgende Lemma gerechtfertigt. 


Lemma 2.8. Es existieren Konstanten 0 < C1 < Co < +00, sodass 


m 


m 
C1 > II9ill we.a(a) = IIgllwe.«(a) < C2 25 II9illweaca) 


j=l j=l 


für alle g = (91,...,9m) E W*4(Q) gilt. 
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Beweis. Wir setzen zunächst 


m: = I; 


lal<k 


Aufgrund des Lemmas 2.7 finden wir Konstanten Ĉi > 0 und Č > 0, sodass 


m 


> ID*gillzan) < Či |D* gall rao) 
i=1 
und 
= m 
_D* all rao) < Cod D* gill zac) 
i=l 


für jedes a € N? mit |a| < k und alle g = (g1,.--, 9m) E W4 (Q, R™) gilt. 
Unter Verwendung des Lemmas 2.4 berechnen wir 


m m 7 m 
Di Isilwe = | Yo Dsli] SL % lD silo 
i=l isd 


la| <k i=1 |a| <k 


m 
= YF YE IP? gill cay 


lalsk :=1 


für alle g = (g1,..., gm) E€ WEN). 
Indem wir (2.11) und nochmals das Lemma 2.4 nutzen, ergibt sich daraus 


m 
> IIgillwe.a(a) <Q > |D* gllra(@) 
i=1 


lal<k 


1 

q 

1-1 

<cm q 5 | Dalle a Q) 
lal<k 


„it 
=Cim 4 Ilgllw«.a(a) 


~ 1 


(2.11) 


(2.12) 


für alle g = (91,...,9m) € W*2(Q). Wir setzen Cı = (C1 m'~7)~! und erhalten so 


m 


C1 > IIdillweac@) £ IIgllwe.a(a) 
j=l 


für alle g = (g1,---, gm) E€ WEN). 
Umgekehrt ergibt sich mithilfe des Lemmas 2.4 zunächst 


1 
q 
IIllwea(ay = (= || D* Illia «| < >> ID*gll rao 


lal<k lal<k 
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und daraus mit (2.12) 


m m 
Iallwr..n, < C2 D D ||D* gill zao) = Č». > ID*gill ran) 


jal<k i=1 i=1 jal<k 


für alle g = (g1,---, gm) E€ WEN). 
Durch eine weitere Anwendung des Lemmas 2.4 folgt schließlich 


= 11 m 7 Ti m 
IIgll waco) som 4 > = ID’gillian = Omi 2 Il9ill wea Q) 
i=1 \lal<k i=1 
m 


= C2 33 Il gill wea) 


i=1 


für alle g = (91,.--,9m) € W*4(Q), wobei wir Cz = C2 ma gesetzt haben. 


Bemerkung 2.9. Das Lemma 2.8 zeigt, dass eine Folge von Funktionen aus W"4(Q 
genau dann beziiglich der Norm (2.10) konvergiert, wenn die Funktionenfolge in jeder 
Komponente bezüglich der W®4(N)-Norm konvergiert. 

Eigenschaften, die im Zusammenhang mit einer Konvergenzaussage bezüglich der 
W*4(Q)-Norm stehen, lassen sich demnach vom reellwertigen auf den vektorwertigen 
Fall übertragen. 


Entsprechend können wir auch den Raum der vektorwertigen Sobolev-Funktionen mit 


Nullrandwerten folgendermaßen einführen. 


Definition 2.6. Es seien k € N und q € [1,+00) sowie Q C R” eine beschränkte 
offene Menge. Dann bezeichnet 


WEO) := {9= (913: 9m) € W*9(Q) : gi € WE*(N) für alle i € {1,...,m}} 
den Sobolev-Raum mit schwachen Nullrandwerten. 


Bemerkung 2.10. Äquivalent zu dieser Definition ist die Bedingung, dass es zu jedem 
ge WEO, R”) eine Funktionenfolge {p1 }=1,2,... in CE (Q, R™) mit 


jim. lg - gillwe.a(a) =0 
gibt. Der Raum we (Q, R™) kann demnach auch als Vervollständigung des Raumes 
°(0,R™) unter der W*4(Q)-Norm angesehen werden. 
Ergänzend beachten wir die Definition lokaler Lebesgue- und Sobolev-Räume. 
Definition 2.7. Eine Funktion g: Q — R” gehört dem Raum weg ) an, sofern 
ge W*4(Qp) für alle Qo CC Q erfüllt ist. Dabei setzen wir Lf (0) = w(Q). 


Eine ausführliche Darstellung über Sobolev-Räume lässt sich beispielsweise in [1] und 
[46] finden. Die im Rahmen dieser Arbeit benötigten spezifischen Eigenschaften von 
Sobolev-Funktionen wollen wir an den entsprechenden Stellen angeben, sodass ihre 
Bedeutung im Kontext sichtbar wird. 
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Wir wollen abschließend unter Berücksichtigung von [60, Kap. X, §1] die im Zusam- 
menhang mit Sobolev-Räumen häufig auftretenden Begriffe der Friedrichs-Glättungs- 
funktion sowie der Friedrichs-Glättung erklären. 


Definition 2.8 (Friedrichs-Glättungsfunktion). Wir bezeichnen eine Funktion 
p: R” — [0,+00) mit supp(y) = B(0,1) als Friedrichs-Glättungsfunktion, falls die 
Bedingungen p € C°°(R™) sowie 


iR ply) dy = 1 
in 


erfüllt sind. 
Bemerkung 2.11. Die Funktion ¢: R™ — [0, +00) mit 
Coexp für y| <1, 
oly) = E 1-]y}? ) $ 
0 für |y| > 1, 


wobei die Konstante Co > 0 als Normierungsfaktor so gewählt ist, dass 


fowma= f ows 
Rm B(0,1) 


gilt, bezeichnen wir auch als Standard-Glättungsfunktion. Diese ist ein Beispiel für 
eine Friedrichs-Glattungsfunktion. 


Definition 2.9 (Friedrichs-Glättung). Es seien eine Friedrichs-Glättungsfunktion 
p: R™ = [0, +00) mit supp(p) = B(0,1) sowie eine Funktion X: R” — R” gegeben. 
Dann nennen wir die zu € > 0 durch 


X-(y) =m f Xe (= P) ag 


für y € R” erklärte Funktion eine Friedrichs-Glättung von X. Wir sprechen auch von 
der abgeglätteten Funktion X.. 


Bemerkung 2.12. Liegt in der Definition 2.9 lediglich eine Funktion X: Q — R” mit 
Q C R” vor, erweitern wir diese stillschweigend auf den gesamten R”, indem wir 
X (y) = 0 für alle y € R” \ Q setzen. 


Der Begriff einer Friedrichs-Glättung wird durch das folgende Resultat gerechtfertigt, 
welches wir [60, Kap. X, §1, Satz 3] ohne Beweis entnehmen wollen. 


Satz 2.3. Es sei X € W®4(Q). Dann gehört die Friedrichs-Glättung X- für jedes 
e > 0 zur Regularitätsklasse C® (Q) und es gilt für jedes y € Q die Identität 


(D*X)e(y) = 0° Xe(y) 


für alle ae N} mit |a| < k und £ € (0, dist(y,N°)). 
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2.4 Spezielle Stetigkeitsbegriffe 


Wir wollen abschließend besondere Formen von Stetigkeit zusammentragen und be- 
ginnen mit dem Begriff der Hölder-Stetigkeit. 


Definition 2.10 (Hölder-Stetigkeit). Es seien Q C R” eine Menge sowie 0 <a < 1. 
Eine Funktion g: Q + R” heißt Hölder-stetig (zum Exponenten a) auf Q, falls es zu 
jeder Menge Q CC Q eine Konstante C > 0 gibt, sodass 


lav) — 9(y2)| < C ly - ya“ 


für alle y1, y2 € 2 gilt. 

Die Menge aller Funktionen, die auf Q Hölder-stetig zum Exponenten a sind, erklären 
wir mit C°*(Q,R™) oder kurz mit C®*(Q) beziehungsweise C*(N), sofern der Bild- 
bereich nicht relevant ist oder aus dem Kontext hervorgeht. Die Menge C**(N, R™) 
beziehungsweise C*:*(Q) bezeichnet die Klasse aller Funktionen aus C*(N), die zu- 
sammen mit all ihren Ableitungen bis zur einschließlich k-ten Ordnung Hölder-stetig 
zum Exponenten a auf Q sind. 


Diese Form der Stetigkeit wird in manchen Arbeiten auch als lokale Hölder-Stetigkeit 
definiert. In Abgrenzung dazu beachten wir die folgende Verschärfung der Hölder- 
Stetigkeit. 


Definition 2.11 (Gleichmäßige Hölder-Stetigkeit). Zu 0 < a < 1 und einer 
Menge 2 C R” nennen wir eine Funktion g: Q — R’” gleichmäßig Hölder-stetig (zum 
Exponenten a) auf Q, wenn eine Konstante C > 0 existiert, sodass 


Is) — g(y2)| < C ly — yl" 
für alle y1, yo € Q gilt. 


Bemerkung 2.13. Entsprechend den Definitionen 2.10 und 2.11 ist jede (gleichmäßig) 
Hölder-stetige Funktion auch stetig. 


Bemerkung 2.14. Eine auf N Hölder-stetige Funktion ist auf jeder kompakten Teil- 
menge von 2 gleichmäßig Hölder-stetig. 


Als Spezialfall der Hölder-Stetigkeit kennzeichnen wir die Lipschitz-Stetigkeit wie folgt. 


Definition 2.12 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine auf Q C R” zum Exponenten a = 1 
(gleichmäßig) Hölder-stetige Funktion g: Q — R” bezeichnen wir als (gleichmäßig 
Lipschitz-stetig auf Q. 


Bemerkung 2.15. Wir nennen die in den Definitionen 2.10 und 2.11 auftretende Zah 
a € (0,1] auch Hölder-Exponent und die Konstante C > 0 Hölder-Konstante bezie- 
hungsweise im Fall der Definition 2.12 auch Lipschitz-Konstante. 


In Anlehnung an die Definition 2.1 über C*-Gebiete folgen wir [12, Definition 12.10 
und erklären Lipschitz-Gebiete. 
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Definition 2.13 (Lipschitz-Gebiet). Ein Gebiet G C R™ nennen wir Lipschitz- 
Gebiet, falls für jedes wo € OG eine Umgebung 2 von wo sowie eine bijektive Abbildung 
g: Q B(0,1) c R” existieren, sodass die nachfolgenden Bedingungen erfüllt sind: 
a) (QN G) = {w = (wı,...,Wm) E R™ : |w| <1,wm > 0}, 
b) g(QN 0G) = {w = (wı,...,Wm) € R™ : |w| < 1, Wm = 0} sowie 


c) ge CD) und gr! € C®+(B(0,1)). 


Lipschitz-Gebiete spielen in vielen Ergebnissen über Sobolev-Räume eine bedeutende 
Rolle. Wir werden daher oft fordern, dass uns ein Lipschitz-Gebiet vorliegt. 


Bemerkung 2.16. Jedes C*-Gebiet mit k € NU {oo} ist auch ein Lipschitz-Gebiet. 


Schließlich wollen wir noch absolut stetige Funktionen kennzeichnen. Diese stehen 
in einer engen Verbindung zu Sobolev-Räumen und können historisch gesehen als 
Vorläufer der Sobolev-Funktionen angesehen werden. Wir folgen [46, Definition 3.1] 
und gelangen zur nachstehenden Definition. 


Definition 2.14 (Absolute Stetigkeit). Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion 
g: I > R heißt absolut stetig auf J, falls es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 derart gibt, dass 


k 
2 Is) = glay) < € (2.13) 


„~k richtig ist, die den 


für jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;,bj)}j=1 
Bedingungen [a;, bj] C I fir j =1,...,k und 


k 
Š lbj- aj] <4 
j=l 


genügt. 


Bemerkung 2.17. Eine absolut stetige Funktion ist gleichmäßig stetig. 
Wir wollen sehen, dass die Verkettung einer absolut stetigen Funktion mit einer 


Lipschitz-stetigen Funktion absolut stetig bleibt. 


Lemma 2.9. Seien —co <a<b<+oo und —co < c < d < +00 sowie gı: [a,b] > R 
Lipschitz-stetig auf [a,b] und g2: [c,d] — [a,b] absolut stetig auf |c, d]. 
Dann ist die Funktion gı o g2: [c,d] + R ebenfalls absolut stetig auf [c,d]. 


Beweis. Da gı: [a,b] + R Lipschitz-stetig auf [a,b] ist, gibt es eine Konstante L > 0 
mit 
la) — 91(y2)| < Lly — yal 


für alle y1, y2 € [a,b]. 
Sei nun € > 0 beliebig gewählt. Entsprechend der Definition 2.14 finden wir zu | > 0 
ein ô > 0, sodass 


Liet) -ø(a;)| < $ 
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für jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a,,5;)};=ı,..,» mit [a;, bj] C [e, d] für 
j=l,...,k und 


k 
S lbj- aj] < ð 
j=l 


erfüllt ist. Wir erhalten demnach unter Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit von gi 


> Igı © 92(b;) — g1 © 92(aj)| = > |91(92(b;)) — 91(g2(a;))| 


k 
€ 
SDH aol) - g2(aj)| < LF = 


für eine jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle {(a;, bj) }j=1, 
für 7=1,...,k und 


k mit [a,,b,] C [c,d] 


k 


X lbj- aj| <ô. 


Somit ist die Funktion gı © ga absolut stetig auf [c, d]. 


Wir entnehmen [46, Theorem 3.30] ein Teilresultat des Fundamentalsatzes der Analysis 
für absolut stetige Funktionen. Der zugehörige Beweis findet sich in der angegebenen 
Literatur. 


Lemma 2.10. Zu —œ < a < b < +00 sei die absolut stetige Funktion g: [a,b] > R 
gegeben. Dann ist g fast überall in [a,b] differenzierbar mit g' € L} ((a,b)) und es gilt 


aly) = g) + | Gag 


für alle y, yo € [a,b]. 


In Ergänzung des vorangegangenen Lemmas beachten wir das folgende Ergebnis aus 
[46, Lemma 3.31], dessen Beweis sich ebenda befindet. 


Lemma 2.11. Es seien das Intervall I = (a,b) mit —œ0 < a < b < +00 und eine 
Funktion go: I + R € L! (I) vorgelegt. Zudem sei yo € I fest gewählt. Dann ist die 
durch 


atu) = | oa 


für y € I erklärte Funktion absolut stetig in I und es gilt g'(y) = go(y) für fast alle 
yel. 


Wir wollen noch einen Beweis für ein Ergebnis aus [46, Exercise 3.7 (ii)] liefern. Dieses 
besagt, dass eine auf einem offenen Intervall absolut stetige Funktion eine stetige 
Fortsetzung auf den Abschluss des Intervalls besitzt, die auf diesem absolut stetig ist. 
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Lemma 2.12. Gegeben seien —oo <a < b < +, das Intervall I = (a,b) sowie 
eine auf I absolut stetige Funktion g: I — R. Dann ist die Funktion g stetig auf I 
fortsetzbar und die auf I fortgesetzte Funktion ist absolut stetig auf I. 


Beweis. Indem wir die Bedingung (2.13) stets für lediglich ein Teilintervall (a1, b1) mit 
[aı,bı] C I betrachten, erkennen wir, dass die Funktion g auf J gleichmäßig stetig ist. 
Insbesondere finden wir zu jedem € > 0 ein 6 > 0, sodass 


Is(y2) - g )| < € (2.14) 


für alle y1, yo € I mit |y2 — yi| < 6 richtig ist. 

Wir zeigen, dass sich g stetig auf T fortsetzen lässt und die fortgesetzte Funktion 
gleichmäßig stetig auf T ist. 

Dazu wählen wir eine monoton fallende Folge {ô }=1,2,... mit 0 < di < min{b — a, 1} 
und 


lim ôl =0. 
I-00 


Wir schließen damit für die Folge {a + dj }1=1,2.... 


1 1 
I(a + 1) — (a + de) S181 = Sel < [ôi + [Ou] = d + ôk < 5 z<? 
für alle k,l > 2. Entsprechend (2.14) folgt 


Isla + ô) — gla + ör)| < € 


für alle k,l > 3, sodass wir die Folge {g(a + ô) }i=1,2,... als Cauchy-Folge erkennen. 
Wir setzen die Funktion g mittels 


g(a) := lim g(a + 61) (2.15) 
auf I U {a} = [a, b) fort. 


Sei nun é > 0 beliebig gewählt. Aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit von g in I 
existiert ein 6 > 0, sodass 


Is(y2) - gy1 )| < (2.16) 


für alle y1, y2 € I mit |ya — yıl < ô gilt. Für jedes le N mit a + 6 € (a,a +Ô) N I und 
jedes y € (a,a+6) N I ermitteln wir dann 


lg(a) — g(y)| < |g(a) — g(a + &)| + |gla + &) — gly)| < |gla) — gla + ô )| + E 


unter Berücksichtigung von (2.16). Der Grenzübergang l — oo liefert daraus wegen 
(2.15) 


Is(a) - s(y)| < £ 


für alle y € (a,a+6) N I. Somit ist die fortgesetzte Funktion in [a, b) stetig. 
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Analog dazu kann die Funktion g mittels 
g(b) = lim g(b— 6) 
I-00 


stetig auf [a,b) U {b} = [a,b] = I fortgesetzt werden. Da die Menge I kompakt ist, 
ergibt sich, dass g auf I gleichmäßig stetig sein muss. 

Es verbleibt, die absolute Stetigkeit von g auf T zu zeigen. Dazu sei ein £ > 0 beliebig 
gewählt. Wir bemerken zunächst aufgrund der absoluten Stetigkeit von g in J die 
Existenz eines do > 0, sodass 


k 
Y led) -gal < S (2.17) 


für jede endliche Folge disjunkter Teilintervalle { (aj, bj)}j=1,...,% gilt, die den Bedin- 
gungen [a;,b;] C J für j =1,...,k und 


k 
do lb; — a5] < do 
j=l 


genügt. Zudem schließen wir aufgrund der gleichmäßigen Stetigkeit von g auf T, dass 
es ein 0 > 0 gibt, sodass 


gË) - tal < $ (2.18) 
und 
a(b) - 9(@)| < $ (2.19) 


für alle a,b € T mit |b — a| < ô und |b — @| < ô richtig sind. 

Es seien nun eine beliebige endliche Folge disjunkter Teilintervalle { (aj, bj) };=1,...,. mit 
(aj, bj) C I für j=1,...,k sowie das Intervall (ao, bo) mit ag := a und bo € [a,b] und 
das Intervall (ak+1,bķ+1) mit ag+ı € [bo, b] und bk+1ı := b gegeben, sodass 


(ao, bo) N (aj, bj) == (ar+ı, dk+1) N (aj, bj) 


für alle j = 1,...,k und 


k+1 E 
5 |b; = ajl Los min{ôðo, 6} 
j=0 


erfüllt sind. Wir beachten 


K 
X [bj — aj] < ô < ôo 


j=1 


sowie |bo — ao| < 6 < ô und |bk+1 — agyi] < 8 < Ô. 
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Infolgedessen erhalten wir 


k+1 k 

X` Ia(b;) — g(az)| = |g(bo) — glao)| + |g(dr+ı) — glartı)l + I lg(b) — g(ay)| 

j=0 j=l 
<ź+é+í =e 


unter Berücksichtigung von (2.17), (2.18) und (2.19). Wir beachten hierbei, dass die 
Aussage auch gültig bleibt, falls a; = b; beziehungsweise (aj, bj) = Ø für einige Indizes 
j € {0,1,...,k,k + 1} gilt. 

Dies entspricht der absoluten Stetigkeit von g auf T. 


Für ein weiterführendes Studium zu absolut stetigen Funktionen empfehlen sich die 
Ausarbeitungen in [46, Chap. 3] oder auch [58, Chap. 5, Sec. 4]. 
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3 Direkte Methoden der = 
Variationsrechnung 


Wir wollen uns in diesem Kapitel zunächst unter Verwendung der sogenannten direk- 
ten Methoden der Variationsrechnung mit der Existenz von Minimierern für eine breite 
Klasse von Variationsproblemen befassen. Mit der Idee des Dirichletschen Prinzips ist 
es möglich, den Minimierer eines Variationsproblems als Lösung des zugehörigen Rand- 
wertproblems zu erkennen. Dies erfordert allerdings, dass der Minimierer ein Element 
einer bestimmten Klasse differenzierbarer Funktionen ist. Die Existenz eines solchen 
Minimierers innerhalb der gewünschten Regularitätsklasse kann jedoch nur selten ge- 
währleistet werden. Insbesondere sichert das Vorhandensein einer unteren Schranke 
für ein zu minimierendes Funktional nicht zwingend die Existenz eines Minimierers 
innerhalb der entsprechenden Klasse. Infolgedessen haben sich die sogenannten direk- 
ten Methoden der Variationsrechnung entwickelt. 

Bei dieser Vorgehensweise wird die Menge der zulässigen Funktionen geeignet erwei- 
tert. Hierbei sind zwei Anforderungen sicherzustellen. Die Menge zulässiger Funktio- 
nen muss einerseits abgeschlossen bezüglich schwacher Konvergenz sein. Andererseits 
soll das zu minimierende Funktional schwach unterhalbstetig in einem allgemeineren 
Raum sein, der die Menge der zulässigen Funktionen umfasst. So ergibt sich die Exis- 
tenz eines Minimierers in einem allgemeineren Raum. Als geeignete Erweiterung der 
Klasse differenzierbarer Funktionen haben sich die Sobolev-Räume erwiesen. 

Dieser Existenznachweis eines Minimierers in einem allgemeineren Raum erfolgt dabei 
jedoch zulasten der Regularität des erhaltenen Minimierers, sodass die unmittelbare 
Verknüpfung zur Lösung von Randwertproblemen über die Euler-Lagrange-Gleichung 
aufgehoben wird. Um diese wiederherzustellen, muss zusätzlich die Regularität eines 
derartigen Minimierers untersucht werden. 

Wir beginnen unsere Ausführungen mit einer Charakterisierung der schwachen Unter- 
halbstetigkeit. Dabei führen wir gleichzeitig die allgemeine Klasse der zu untersuchen- 
den Funktionale Z ein und erkennen das fundamentale Dirichlet-Integral als Spezialfall. 
Wir zeigen anschließend die schwache Unterhalbstetigkeit derartiger Funktionale im 
Sobolev-Raum w'!2(G) unter geeigneten Voraussetzungen an Z. Wir nutzen dazu sol- 
che Voraussetzungen, die im Einklang mit der späteren Regularitätstheorie stehen und 
die grundlegende Beweisführung bei einer Abschwächung der Voraussetzungen nicht 
wesentlich verändern. 

Im Anschluss daran nutzen wir die schwache Unterhalbstetigkeit zum Nachweis der 
Existenz eines Minimierers für eine breite Klasse von Variationsproblemen, die wir in 
diesem Zusammenhang kennzeichnen. Auch dort sind Verallgemeinerungen möglich, 
die den Charakter des Beweises allerdings nicht verändern. 

Für ein ausgiebiges Studium der Existenzfrage unter verschiedenen Voraussetzungen 
empfiehlt sich beispielsweise die Monographie [12] von Dacorogna. 


© Der/die Autor(en) 2023 

A. Künnemann, Existenz- und Regularitätstheorie der 
zweidimensionalen Variationsrechnung mit Anwendungen auf 
das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer 
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3.1 Schwache Unterhalbstetigkeit 


Wir beginnen mit dem fiir die direkten Methoden der Variationsrechnung bedeutenden 
Begriff der schwachen Unterhalbstetigkeit. 


Definition 3.1 (Schwach unterhalbstetig). Ein Funktional Z: X — R auf einem 
normierten Raum X heißt schwach unterhalbstetig, wenn für jedes X € X und jede 
Folge {Xn}n=1,,... in X, die gemäß Xn — X schwach gegen X in X konvergiert, die 
Beziehung 


IX) < lim inf Z(Xn) 
gilt. 
Konkret wollen wir uns fortan mit Funktionalen der nachfolgenden Art beschaftigen. 


Definition 3.2. Wir erklären zu einem beschränkten Gebiet G C R? und einer Funk- 
tion f: G x R3 x RP? = R für X €e W!1(G) mittels 


T(X,G) = [ fu, X(w), VX(w)) dw 
G 


das zu f gehörende Funktional T. 


Bemerkung 3.1. Eine Verallgemeinerung für Funktionen f: G x R” x R"*™ > R mit 
G C R” in der Definition 3.2 ist ohne Weiteres möglich. 


Bemerkung 3.2. Wir werden im Verlauf dieser Arbeit sehen, dass die Eigenschaften 
eines Funktionals Z der Definition 3.2 maßgeblich von den Forderungen an die indu- 
zierende Funktion f abhängen. 


Als einen elementaren Spezialfall der Definition 3.2 sei f(w, X,p) = f(p) = |p|? gesetzt. 
Wir gelangen damit zum Dirichlet-Integral. 


Definition 3.3 (Dirichlet-Integral). Es seien G C R? ein beschränktes Gebiet und 
X: G —> R? € W!°(G). Dann bezeichnet 


D(X, @) = VX liga = | VXw)Paw 
G 


das Dirichlet-Integral von X. 


In Vorbereitung auf einen Satz über die schwache Unterhalbstetigkeit von Funktio- 
nalen der Definition 3.2 entnehmen wir [25, Theorem 2.7] das folgende fundamentale 
Ergebnis über konvexe Funktionen, die differenzierbar sind. 


Lemma 3.1. Es seien Q C R” eine offene konvexe Menge und g: Q — R eine 
konvexe Funktion der Klasse C1(Q,R). Dann gilt 


g(y1) = g(y2) + Vglye) + (yı — y2) 


für alle yy, yo E Q. 
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Die Ausführungen zu [55, Kap. 1.8, Theorem 1.8.2] sowie [21, Kap. I, Theorem 2.3] 
erweiternd wollen wir nun eine Aussage zur schwachen Unterhalbstetigkeit von Funk- 
tionalen gemäß der Definition 3.2 beweisen. 


Satz 3.1 (Schwach unterhalbstetige Funktionale). Es seien G C R? ein be- 
schränktes Lipschitz-Gebiet und f(w, X,p) eine Funktion f: G x R? x R3”? —> R 
derart gegeben, dass 


i) f(w,X,p) > 0 für jedes (w, X, p) € G x RÌ x R3”? gilt, 
ii) f sowie alle partiellen Ableitungen fpi stetig auf G x R? x R3”? sind und 
I 
iii) f konvex in p für jedes (w, X) € G x R? ist. 


Zudem seien X € W17(G) und eine Folge {Xn}n=1,2,.. in W17(G) mit Xn — X in 
W!(G) vorgelegt. Dann ist 


T(X, G) < lim inf Z(X,, G) 
n—> o0 
fiir das zu f gehörende Funktional T richtig. 


Beweis. Wir nutzen das Theorem von Rellich-Kondrachov aus [1, Theorem 6.2, Part I], 
welches uns die Kompaktheit der Einbettung 


W+? (G) > L(G) 


für 1 < q < +o liefert. Insbesondere folgt damit aus X, — X in W17(G) die (starke) 
Konvergenz Xn — X in L!(G) für n + o0. 
Nun wählen wir eine Teilfolge { Xn, }x=1,2,... von {Xn }n=1,2,..., sodass 


jim L(Xn,, G) = lim inf Z(Xn, G) (3.1) 
gilt. Ohne Einschränkung können wir für diese Teilfolge auch 


lim Xn, (w) = X (w) 

ko 
für fast alle w € G annehmen, da wir anderenfalls mithilfe des Lebesgueschen Aus- 
wahlsatzes [59, Kap. II, §4, Satz 8] zu einer weiteren Teilfolge übergehen könnten. 
Zunächst nehmen wir nun Z(X,G) < +00 an. Aufgrund der absoluten Stetigkeit von 
Maßen können wir dann schließen, dass zu jedem e > 0 ein 6 > 0 existiert, sodass 
I(X,G\Go) < € für jede Menge Go C G mit |G \ Go| < 6 gilt. 
Da die Folge { Xn, }k=1,2,... fast überall punktweise gegen X konvergiert, gibt es nach 
dem Satz von Egorov [59, Kap. II, §4, Satz 10] eine Teilmenge Sp C G mit |G \ So| < a 
sodass die Konvergenz Xn, — X gleichmäßig auf So ist. 
Zusätzlich können wir mithilfe des Satzes von Lusin [59, Kap. II, §4, Satz 11] die 
Funktionen X und VX als stetig auf einer kompakten Menge S C So mit |So \ S| < Ë 
erkennen. Dazu wenden wir den Satz von Lusin nacheinander auf jede Komponente 
von X und die schwachen Ableitungen von X an, wodurch beginnend bei So eine end- 
liche Folge von kompakten Teilmengen entsteht. Das letzte Folgenelement entspricht 
dabei der kompakten Menge S. 
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Insgesamt erhalten wir also eine kompakte Menge S C G mit |G \ S| < 6, sodass die 
Folge {Xn, }x=1,2,... auf S gleichmäßig gegen X konvergiert, X sowie VX auf S stetig 
sind und 


T(X,G) -I(X,5)=I(X,G\S) <e 
beziehungsweise 
I(X,G)-e<I(X,S) (3.2) 


richtig ist. 
Aufgrund der Voraussetzung iii) und des Lemmas 3.1 schließen wir nun 
f(w, Xn,» VXn,) > f(w, Xn VX) + Vpf (w, Xn, VA) (VXn, — VX) 
+ Vpf(w,X, VX) -(VXn, — VX) 
= f(w, Xn,, VX) + Vpf(w, X, VX) -(VXn, — VX) 
+ [Vpf(w, Xn, VX) — Vo f(w, X, VX)]-(VXn, — VX) 


(3.3) 


für w € S, wobei wir hier aus Gründen der Übersichtlichkeit auf das Argument w bei 
den Funktionen X, VX, Xn, sowie VXn, verzichten und verkürzend 


2 
Vof (w, X, p) “p= So Vo. f(w, X, p) "Pi 


i=1 


schreiben. 

Bevor wir die Identität (3.3) über S integrieren und den Grenzübergang k — oo 
vollziehen, wollen wir einzelne Ausdrücke separat betrachten. 

Erklären wir die Funktion g: S — R?*? durch g(w) := V,f(w, X (w), VX (w)), so folgt 
g € C(S) aufgrund der Stetigkeit von X und VX auf der kompakten Menge $ sowie 
der Voraussetzung ii). Die damit verbundene Beschränktheit von g auf S impliziert 
gleichzeitig g € L?(S) sowie llgllz2{s) < +00. 

Demnach stellt das durch 


J (p, S) := [Vet (w.X(w), VXC) - p(w) dw 
s 


für Funktionen p: S > R3*2 erklärte Funktional J ein beschränktes lineares Funktio- 
nal auf L?(S) dar. 

Weil Xn, — X in W17(G) auch VXn, — VX in L?(G) impliziert und somit insbe- 
sondere VXn, — VX in L?(S) folgt, gilt entsprechend der Definition der schwachen 
Konvergenz 


„im I(VXn,,5) = J(VX, 8) 
00 
beziehungsweise 


dim, f Voflw,X(w), VX(w))- (VXn,(w) — VX(w))dw=0. (3.4) 
S 
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Zusätzlich gilt wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Folge {X„,}r=ı,2,.. gegen X 
auf S 


2 


Jim, (/ ato Xn lo) VXC) = Wolo XW) VXL A =0 (35) 
S 


beziehungsweise existiert zu jedem £ọ > 0 ein kg € N, sodass 
lIn, Zu Ilr2(s) < €0 


für alle k > ko richtig ist. Hierbei haben wir m,(w) := Vpf(w, Xn,(w), VX(w)) 
gesetzt. 
Infolgedessen erkennen wir wegen 


I9n.||ı2(s) = |lgn, =g + gllrxs) < |lg9ng — 912.5) + lIgllz2¢s) < E0 + IIglz2(s) 


neben g € L?(S) auch gn, € L?(S) für alle k > ko. Ohne Einschränkung können wir 
sogar ko = 1 fordern, da wir anderenfalls die Teilfolge {Xn, }k=1,2,... bei ko beginnen 
lassen würden. 

Aus der schwachen Konvergenz VXn, — VX in L?(S) folgt zudem die gleichmä- 
Bige Beschränktheit der Folge {V Xn, }k=1,2,... in L?(S) nach dem Satz von Banach- 
Steinhaus [2, Satz 5.3 und Bemerkung 6.3 (5)] und wir erhalten 


i 
2 


| [19 Xm (w) - VX(w)P a) = |¥ Xm, — vina 
S 


(3.6) 
< |V X, lz) + |VX iz, < C 
mit einer Konstanten C < +00. 
Mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich nun zunächst 
0< / [Vf (w, Xn, VX) — Vp flw, X,VX)] (VXn, — VX) dw 
S 
< [M8 ef (w,Xm,VX) — Vpf(w, X, VX)]- (VXn, — VX)| dw (3.7) 
S 


< [If ws X, TX) — Vpf(w, X,VX)||VXn, — VX|dw, 
S 


wobei wir auch hier das Argument w aus Gründen der Übersichtlichkeit teilweise unter- 
drücken. Da die betreffenden Elemente aufgrund der zuvor gemachten Bemerkungen 
zur Klasse L?(S) gehören, können wir auf den letzten Term in (3.7) die Höldersche 
Ungleichung anwenden. 
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Wir erhalten daher 


0< 


[of 0, Ku VX) = Vp fw, X, VXI] (X = VX) dw 
S 


(/ he — vor) 
S 


1 


2 


1 


1 
2 2 


< (em. 9 - V,f(w,X, vo) 
S 


<C (/ |Vpf(w, Xn, VX) — Vpflw, X, vo) 
Ss 


unter zusätzlicher Beachtung von (3.6). 
Mit (3.5) ergibt sich daraus beim Grenzübergang k — © 


‚im J [Vp (w, Xn VX) — Vpf (w, X,VX)]-(VXn, —VX)dw=0. (3.8) 
S 


Zusätzlich gilt 


lim i flw, Xp, (w), VX(w)) dw = / f(w, X(w), VX(w)) dw =2(X,S) (3.9) 
Ss S 


aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz Xn, > X auf S. 
Wir integrieren nun die Ungleichung (3.3) über S und erkennen unter Verwendung 
von (3.2), (3.4), (3.8) sowie (3.9) 


T(X,G) -€ < T(X, 8) < lim Z(Xa 8) (3.10) 
— 00 


beim Grenzübergang k > oo. 
Aus der Voraussetzung i) folgt Z(Xn,,5) < Z(Xn,,G) und es ergibt sich aus (3.10) 


T(X,G) —e < lim Z(X,,,5)< lim Z(Xn,,G) =liminfZ(X,,G) (3.11) 
k-00 k= n—> o0 


unter zusätzlicher Beachtung von (3.1). 
Da die Abschätzung (3.11) derart für alle € > 0 gezeigt werden kann, erhalten wir 
schließlich die gewünschte Aussage. 


Für den Fall Z(X,G) = +00 können wir die kompakte Menge S C G, auf der die 
Teilfolge {Xn, }x=1,2,... gleichmäßig gegen X konvergiert und X sowie VX stetig sind, 
so wählen, dass Co < Z(X,S) für jede beliebige Konstante Co > 0 richtig ist. 

Da die Identitäten (3.3), (3.4), (3.8) und (3.9) ihre Gültigkeit behalten, schließen wir 


Co <Z(X,S) < lim Z(Xn,,5) < lim Z(Xn,,G) = liminfZ(X,.G), 


wobei wir die Voraussetzung i) sowie (3.1) beachten. 
Schlussendlich erhalten wir 


lim inf Z(Xn,G) = +00 
N—OO 


aufgrund der beliebigen Wahl der Konstante Co, woraus sich die Aussage auch für 
diesen Fall ergibt. 
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Bemerkung 3.8. Wir entnehmen dem Beweis des Satzes 3.1, dass unter den entspre- 
chenden Voraussetzungen aus lim inf Z (Xn, G) < + stets Z(X,G) < + folgt. 


Bemerkung 3.4. Wie in [55] und [21] angegeben, kann der dargestellte Beweis des 
Satzes 3.1 hinsichtlich der Raumdimensionen sowie des betrachteten Sobolev-Raums 
verallgemeinert werden. Mit dem Blick auf spätere Anwendungen in dieser Arbeit 
haben wir die Räume bereits hier entsprechend angepasst. 
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Bevor wir mithilfe des Satzes 3.1 unter etwas stärkeren Bedingungen an f die Exis- 
tenz eines Minimierers des zu f gehörenden Funktionals zeigen, benötigen wir eine 
Poincaré-Ungleichung im Sobolev-Raum mit Nullrandwerten. Diese wird im Existenz- 
satz (Satz 3.3) die Beschränktheit einer minimierenden Folge sicherstellen. 

Wir entnehmen die Poincaré-Ungleichung und ihren Beweis aus [55, Theorem 3.2.1]. 
Bei den Ausführungen des zugehörigen Beweises wollen wir hier allerdings detaillierter 
vorgehen. 


Satz 3.2 (Poincaré-Ungleichung in we4(G,R™)). Es seien G C B(wo, R) C R! 
eine offene Menge, q > 1 und g E€ WEG, R”). Dann gilt 


[Too dw < RED figo) dw 
G G 


fiüro<j<k. 


Beweis. Wir zeigen die Ungleichung für 7 = 0 und k = 1. Der allgemeine Fall folgt 
dann induktiv unter Beachtung von V/g € wie 1G). 

Zunächst sei g € C§°(G). Wir erweitern g in natürlicher Weise durch g(w) := 0 für alle 
w € R'\G und stellen jedes w € B(wo, R) mittels Polarkoordinaten durch w = wo+ oÇ 
mit 0 < ọ < Rund ¢ € S!”! dar. Indem wir g(@,¢) := g(wo + oĊ) setzen, ermitteln 
wir 


R 


50,0 =O -IRO =- f Golo.) do 


r 


firO<r<R. 
Unter Verwendung des Lemmas 2.6 und der Hölderschen Ungleichung ergibt sich dar- 
aus firO<r<R 


R R T/R 3 
Ir, |< Fi9ete.O1de < (fr a) (J eoa) 


r 


R 
= (R-n) 7 | fiae ora) 


q 
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beziehungsweise 
R 


no < (R= ry [ces Ol do. (3.12) 


Wir bemerken nun 
[Jolo O)| = IC" Va(wo + 00| < |Vglwo + eQ)| IC] = |Va(wo + og)| 


aufgrund der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und ¢ € st-!. 
Dementsprechend folgt aus (3.12) 


R 
lar. OIF < (Rn) f [Value + ec 


R 
1 = 
<(R-r)? a f Volvot 06)!" ‘do 


car LS oft = 
< (R-t f Volw + e0) ddo 
beziehungsweise 
R 
rE O < (R=) f (Volw + 00 d do 
0 


für 0 <r < R. 
Infolgedessen erhalten wir unter Nutzung des Oberflächenelements dø der Einheits- 


sphäre S!”! und des Transformationssatzes für mehrfache Integrale 


R 
J aots [iR-n" [vow + e0 d aedo 
OIL si-1 0 


{Rn / [Vo(w)|% dw (3.13) 


B(wo,R) 


= (R= r) [IVglw)law 
G 


unter Beachtung von g € C§°(G). 
Da aufgrund des Transformationssatzes für mehrfache Integrale 


R 
Fra oraoar= [Isola = Iatw)l au 
0 si-1 B(wo,R) G 

und zusätzlich auch 
R 


fe- r)i dr = | Ra 
q 
0 


3.2 Existenz von Minimierern 41 


richtig sind, schließen wir aus (3.13) durch Integration bezüglich r von 0 bis R 
1 
fi aw < _ BY [\Vg(w)|* dw l (3.14) 
q 
G G 


Somit gilt (3.14) für ge C (G). 


Wir wollen dieses Ergebnis nun auf den Fallg € w ’1(G) übertragen. Da C§°(G) dicht 
im Raum wa't (G) liegt, finden wir eine Folge {gn}n=1,2,... in C° (G) mit 


jim lg- 9nllwisc, = 0 
und beachten daher besonders 


lim ||g - Inl|vacc) =0 


n—-oo 


sowie 
Jim |Vonllea@) = |Vallıua - 


Unter Verwendung von (3.14) für gn € CF (G) ergibt sich 


lall rao) = ||g — Gn + gnll zaa) < lig — gnl LG) T lgnllraa) 


1, 
1 a 
< lo snlleuoy + (CR) IVa ee 


für jedes n € N und der Grenzübergang n — oo liefert uns 


T 
q 


1 
allan) < ($ R)" Wallac 


beziehungsweise 


1 
Fir au <= Re [\V9(w)|tdw 
G . G 


für ge Wo'(G). 


Schließlich sind wir nun bereit, eine Aussage über die Existenz eines minimierenden 
Elements in einer gewissen Menge für Funktionale der Definition 3.2 zu zeigen. Dafür 
orientieren wir uns an [21, Kap. 1.3] sowie [55, Theorem 1.9.1]. 

Anders als in [55] arbeiten wir hier im Sobolev-Raum W17(G) anstelle von W!1(G). 
Hinsichtlich späterer Ergebnisse ist die Betrachtung in W11(G) nicht notwendig. Da 
der Raum W14(G) im Gegensatz zu W1?(G) nicht reflexiv ist, wäre zudem eine Zu- 
satzbedingung erforderlich, die die Auswahl einer schwach konvergenten Teilfolge aus 
einer beschränkten Folge gewährleistet. Genauere Betrachtungen dazu finden sich in 
[21, Kap. L3]. 

In Bezug auf die Raumdimensionen ist wie schon beim Satz 3.1 eine Verallgemeinerung 
möglich. 
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Satz 3.3 (Existenzsatz). Es seien G C R? ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und 
f(w,X,p) eine Funktion f: G x R? x R°*? — R derart gegeben, dass 


i) f(w,X,p) > Mo|pl? für alle (w,X,p) € G x R3 x R3*2? mit einer Konstante 
Mo > 0 gilt, 


ti) f sowie die partiellen Ableitungen fpi nach pi fir j = 1,2 und i = 1,2,3 stetig 
J 
in G x R x R8*? sind sowie 
iii) f konvex in p für alle (w, X) € G x R? ist. 


Zusätzlich seien eine Funktion Y € W12(G) vorgelegt und F C W12(G) eine bezüglich 
schwacher Konvergenz in W"?(G) abgeschlossene Familie, sodass jedes X € F mit 
der Funktion Y € W1?(G) auf OG im Sinne der L?-Norm übereinstimmt, das heißt 
X-YeWy”(G) für alle X € F. 

Außerdem sei Z(X0,G) < +00 für ein Xo € F erfüllt. 


Dann nimmt das Funktional 


I(X,G) = / flw, X(w), VX (w)) dw 
G 


sein Minimum in F an. Es ist also 
T(x* = inf T(X 
(X",G) = inf I(X,G) 
für ein X* € F richtig. 


Beweis. Wir wählen eine das Funktional Z in F minimierende Folge {Xn }n=1,2,...., das 
heißt 


‚im Z(Xn,G) = inf 1(X,G). 


Da nach Voraussetzung ein Xo € F mit Z(X0,G) =: M < +00 existiert, können wir 
ohne Einschränkung 


I(Xn, G) < I(Xo, G) = M (3.15) 


für alle n € N annehmen. 
Aufgrund der Voraussetzung i) gilt zudem 


Mo D(Xn, G) = Mo [IV Xu]? dw < J fw, Xn(w), VXn(w)) dw = Z(Xn,G) 
G G 


und wir erhalten so mit (3.15) 
D(Xn, G) < & (3.16) 


für allen € N. 
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Mithilfe des Lemmas 2.4 ermitteln wir 


rt au = / IX) — Y (w) + Y (w)|2 dw 
G G 
<2 f |Xn(w) - Yu)? + Yu)? dw (3.17) 
G 
= 2 | 1Xn(w) —¥(w)Pdw +2 f [¥(w)Paw 
G G 


und betrachten nun die Folge {Zn }n=1,2,.... mit Zn := Xn - Ye Wè? (G). 

Wegen der Beschränktheit von G finden wir einen Radius R > 0 mit G C B(0, R) 
und schließen unter Verwendung der Poincaré-Ungleichung (Satz 3.2) für alle n € N 
zunächst 


2 
fiav < 2° R10 f (VZ (w)? dw = [ie 2Zn(w)Paw. (3.18) 
G G G 


Zusatzlich bemerken wir unter erneuter Verwendung des Lemmas 2.4 


J N 2n(w)P aw < 2 f |VXn(w)Pdw +2 f [VY(w)[?dw . (3.19) 
G G G 


Aus (3.17), (3.18) und (3.19) folgt unter Beachtung von (3.16) sowie Y € W!?(G) 
schließlich 


M 
S Xow)? dw < 2R? + 2max{1, R} IY Ivica 
G 


für alle n € N. 

Dementsprechend ist die Folge {Xn }n=1,2,.... in W!(G) beschränkt und wir finden 
wegen der Reflexivität des Raumes eine schwach konvergente Teilfolge { Xn, }r=12..... 
mit Xn, — X* in W12(G). Darüber hinaus gilt X* € F aufgrund der Voraussetzung, 
dass die Menge F schwach folgenabgeschlossen ist. 

Insbesondere erhalten wir 


i < * ; 
int ICX, G) < I(X*,G) (3.20) 


Schlussendlich ermöglichen die Voraussetzungen an die Funktion f die Anwendbarkeit 
des Satzes 3.1 über die schwache Unterhalbstetigkeit des zu f gehörenden Funktionals 
und wir erkennen 


T(X*,G)< lim inf Z(Xn,,G) = jim ZA.) = „im Z(Xn, G) = jn TX, G). 
Dabei beachten wir, dass die Teilfolge {Z(Xn,,G)}x=1,2,.... den gleichen Grenzwert wie 


die ursprüngliche minimierende Folge {Z(Xn, G)}n=1,2,.... besitzt. In Verbindung mit 
(3.20) ergibt sich hieraus die Aussage des Satzes. 


Bemerkung 3.5. Das Element Y € W!?(G) aus dem Satz 3.3 stellt eine Art Randbe- 
dingung dar und bestimmt die Menge der zulässigen Funktionen F. Im Zusammenhang 
mit Untersuchungen der Randregularität eines Minimierers X* wird auch die Regula- 
rität von Y entscheidend sein. 
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4 Regularitatstheorie zur Stetigkeit von 
Minimierern 


Ausgehend von der Existenz eines Minimierers X* für eine breite Klasse von Varia- 
tionsproblemen (Satz 3.3) sollen in diesem Kapitel Regularitätsaussagen für diesen 
sowohl im Inneren des Gebietes G als auch auf dessen Abschluss G hergeleitet wer- 
den. Die Eigenschaften der dem Funktional Z aus der Definition 3.2 zugrundeliegenden 
Funktion f verschärfen wir dazu leicht. Gleichermaßen müssen auch die Bedingungen 
an den Rand des Gebietes G spezialisiert werden. 

Von zentraler Bedeutung für die Untersuchungen ist das Dirichletsche Wachstums- 
theorem, welches ein Kernelement vieler Arbeiten Morreys |z. B. 50-55] bildet. Dieses 
leitet aus dem Wachstum des Dirichlet-Integrals einer Funktion ein Ergebnis über 
deren Stetigkeit im Inneren ab. Es wird sich aber auch für das Studium der Randre- 
gularität als essenziell herausstellen. 

Wir beginnen dieses Kapitel daher mit einer ausführlichen Herleitung des Dirichlet- 
schen Wachstumstheorems, die auf einem Ergebnis von Sergio Campanato basiert. 
Wir lernen dabei eine gleichmäßige und eine lokale Version dieser Sätze kennen. Im 
Gegensatz zu anderen Arbeiten verwenden wir bei den Sätzen von Campanato ei- 
ne Friedrichs-Glättung statt des Integralmittels. Dafür ist es allerdings notwendig, 
eine Poincaré-Ungleichung zu beweisen, die ebenfalls anstelle des Integralmittels die 
Friedrichs-Glättung nutzt. 

Im Anschluss daran führen wir Betrachtungen zum Dirichlet-Integral durch. Dabei ver- 
knüpfen wir einerseits Fourierkoeffizienten mit dem Dirichlet-Integral und untersuchen 
andererseits das Dirichlet-Integral harmonischer Funktionen mit L?-Randwerten. Ins- 
besondere die eindeutige Darstellbarkeit harmonischer Funktionen mit L?-Randwerten 
wird eine entscheidende Rolle spielen, die vermutlich bisher keine Beachtung fand. 
Mithilfe des Wachstumslemmas, welches uns die Anwendbarkeit des Dirichletschen 
Wachstumstheorems gewährleistet, sind wir dann in der Lage, die Hölder-Stetigkeit 
eines Minimierers zu zeigen. 

Nachfolgend nutzen wir eine Methode von Hildebrandt und Kaul [36] zum Beweis der 
Stetigkeit eines Minimierers bis zum Rand. Allerdings weichen wir dabei wesentlich 
bei einer Bedingung ab, da uns mit der Voraussetzung von Hildebrandt und Kaul ein 
Transformationsproblem begegnet. Wir umgehen dies, indem wir auf eine invariante 
Voraussetzung zurückgreifen. 

Abschließend bündeln wir die Ergebnisse dieses Kapitels und gelangen zu einer umfas- 
senden Aussage darüber, unter welchen Bedingungen an die zugrundeliegende Funkti- 
on f ein Minimierer des Funktionals Z existiert, der im Inneren Hölder-stetig und bis 
zum Rand stetig ist. 


© Der/die Autor(en) 2023 
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4.1 Das Dirichletsche Wachstumstheorem 


Zunächst benötigen wir eine Abschätzung, die sich in [48, Theorem 1.31] finden lässt. 


Lemma 4.1. Seien G CR? ein beschränktes Gebiet und 1 <q < +00. 
Dann gilt für jedes g € L(G) 


q 
J RD e) iga c f \g(a)|* aw 
jw — ôl 
G G G 


mit der Konstante C = 2,/7 IGI?. 


Beweis. Mithilfe der Hölderschen Ungleichung ermitteln wir 


BO gm f BOL a 


1-1 (4.1) 


für 1 < q < +00. 
Entsprechend der Ungleichung von E. Schmidt, welche wir [42, Lemma 4.3] entnehmen, 
gilt 


zt sve IG? =C. (4.2) 


Z| w— 


Damit folgt aus (4.1) unmittelbar 


IO gg < ch | KOM ve) | 
J wal J w= 


Wir bemerken dabei, dass diese Abschätzung auch fiir q = 1 ihre Gültigkeit behält. 
Davon ausgehend ergibt sich 


à ya 

Ô w) 
Jw — ôl 4 lol ol 

G \G 
= A 1 x 
=c! |g(w)|? — dw | dw, 
Jw — ôl 

G G 


wobei wir den Satz von Tonelli aus [61, Kap. VIII, §7, Satz 3] nutzen. 
Die erneute Anwendung von (4.2) liefert schließlich 


Av la ao) aw C8 f lota) ao . 
G G ral 


Dies entspricht der gesuchten Aussage. 
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Das folgende Resultat ist inspiriert durch Ergebnisse aus [48, Abschnitt 1.3.1]. Da es 
sich um eine Art von Poincaré-Ungleichung handelt, die statt des üblicherweise ver- 
wendeten Integralmittels eine Friedrichs-Glättung nutzt, wollen wir diese als Poincaré- 
Friedrichs-Ungleichung bezeichnen. 


Satz 4.1 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Es seien 1 < q < +00 und ein 
beschränktes Gebiet G C R? sowie die Funktion X: G —> RÌ € Wb4(G) gegeben. 
Zudem sei p: R? — [0,+00) eine Friedrichs-Glättungsfunktion mit supp(y) C B(0,1). 
Dann gilt 


IX a Xe woll ra(B(wo,)) < 4r Oo Cie IV XII zae 


wo,€)) 


für jede Kreisscheibe B(wo,e) C G. 
Hierbei sind 


1 wo — W 
Xew = Xelwo) = = | xwe = ) au 
R2 


sowie Co = SUP „er? p(w) und C1 = C1(q) = max {62726279}. 


Beweis. Wir zeigen die Aussage zunächst für X € Wh4(G) N C®(G) und verwenden 
anschließend ein Approximationsverfahren, um die Gültigkeit auch für X € W14(G) 
zu verifizieren. 

Zu B(wo,e) C G sei w € B(wo,€) beliebig gewählt. Bevor wir den vektorwertigen Fall 
betrachten, ziehen wir uns zunächst auf den skalaren Fall zurück. Für eine Funktion 


g: G> Re WH(G) N C™(G) und 
ge(wo) = = fso p (==) dô 


R2 


erhalten wir aufgrund der Eigenschaft, dass die Friedrichs-Glättungsfunktion normiert 
ist, 


Ia(w) — ge(wo)| = 


[ew - st) Se (E) ae 
7 


& 
1 x wo — W y 
<= | w- (4.3) 
B(wo,e) 
Ci ss 
<a | Ww- 
B(wo,e) 


mit Co = supper? p(w). 

Stellen wir jedes ® € B(wo,e) in Polarkoordinaten um w dar, ergibt sich ù = w+ oÇ 
mit Ç € S! und 0 < o < o0(C) := sup{o € [0, +00) : w+ oG € B(wo,c)} < 2e. Damit 
folgt 


[4 [4 


gw) - 30) = g(w) - sw + 00) =- | Zw +1 9a = - fe Vaw+rgaı 
0 


0 
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beziehungsweise unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 


Q Q 
lu) -owt 00l f IE Votw+tQlar<icl f IVatw+tOldt 
0 0 


00(¢) (4.4) 


< J IVgtw+tc)|dt, 
{ 


wobei wir |¢| = 1 und die Definition von g9(¢) beachten. 
Wir gehen nun in (4.3) wie eben beschrieben zu Polarkoordinaten um w über und 
erhalten 


00(¢) 


ia) — gelwo)l << f f lolu) - gw + e0 edea 
sS! 0 


unter Verwendung von dw = ọdọ dÀ. 
Indem wir auf den Integranden der rechten Seite (4.4) anwenden und somit die Ab- 
hängigkeit von o vereinfachen, gilt 


c 00(¢) e0(¢) 
lw) - sew) <3 f ff Votw+tgldtodeag 
S! 0 0 
2e 00(¢) 
Co 
Sr feao / |Vg(w + tQ)| dt dç 
S! 0 0 
Chl e0(¢) 
= F502) f if IVglw+to)ldidc. 
Ss! 0 


Schließlich gehen wir zurück zu einer Integration bezüglich ù = w+t¢ und ermitteln 


gl +40) IVg(®)| 
us | MEETS aan | aw. 
Ss! 0 B(wo,€) 


Aufgrund des Lemmas 4.1 folgt daraus 


|g(w) — ge(wo)|* dw < (2 Co)? / / VEN | aw 


Jw — ô| 


B(wo,e) B(wo,e) \B(wo,e) (4.5) 
<accy | Vaad 
B(wo,€) 


für ge W14(G) NC%(G) mit der Konstante C = 2/7 |B(wo, €)|? = 2ne. 
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Für X = (21, 22,43) € W'4(G) N C%(G) wollen wir die Aussage (4.5) jetzt auf jede 
Komponente anwenden. Dazu beachten wir 


3 2 


|X(w) — Xe(wo)|7 = ts |x (w) = oy 


j=l 


Für 1 < q < +00 ermitteln wir unter Verwendung des Lemmas 2.4 


3 
|X (w) — Xe(wo)|* < max (1,3371) DI ajlw) - (23)e(wo)l? 


j=l 


Damit können wir (4.5) für jeden Summanden einzeln nutzen und erhalten 


3 
|X (w) — Xe(wo)|? dw < max {1,3371} (2000) J Y [Vz (ô) dò . 
B(wo,£) B(wo,e) j=l 
Die mehrmalige Anwendung des Lemmas 2.4 liefert uns 


3 


Ivan = (lea u(t)? + eP) 


NIe 


ma: x {1,2 237 YE u(w) |? + (27), (ô w)|* 


IA 


< max fı, 23-1} max fı, 61-3} |V.X(w) |? 
beziehungsweise 
3 
NAC max {24 3—1 61-3 2 VX(@)|? , 
j=l 
wobei wir 
max fı, 23-1} - max {1,613} = max {2371,61-3) 
für 1 < q < +co bemerken. Somit erhalten wir 


a 


IX = Ka, lta < max {6'-#,62-7 (200 C)" VX |ia 


B(wo,e)) B(wo,e)) 


für 1<q<+oo unter Beachtung von 
max {1,3571} - max {2371,61-3) = max {61-3,63-1} : 
ı_l ı_1 
Daraus folgt mit C = 27 £ und C1 = max {6 q 2,62 a} 


IX — Xewoll racB(wo,e)) S 47 Co C1 € |VX | za(B(wo,€)) (4.6) 


für jedes X € Wh4(G) N C®(G). 


50 
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Wir wollen die Gültigkeit der Aussage nun auch für X = 


Da der Raum W14(G)NC™(G) dicht in W 
in W14(G) N C%(G) mit X > X in W! 


(21, £2, £3) € Ww? Hd zeigen. 
:1(G) liegt, gibt es eine Folge {XP}, _ı 2. 
1(G). Aus 


Ix- x® 


xh) 


= |x 


ewwoll za BQwo.2) 


sx -x° 


folgt zunächst 


IX — Xe,woll raç 


B(wo,e)) 


— Xe 


unter Verwendung von (4.6) für X® = aP, as 


L4(B(wo,e) 
= Xe,wo 


L4(B(wo,)) 


Ewo €,wo 


La (B(wo,e)) 
xh) 
Xow 


= 


0 


’ 


L@(B(wo,e)) 


La(B(wo,e)) 


+4r Co Ci e||vx®]| 


L1(B(wo,€)) 
(4.7) 


‚wo 


L4(B(wo,e)) 


H a) e whaa) NC™(G). 


Da es sich bei XE und Xs wọ um konstante Vektoren handelt, gilt 


q 
La(B(wo,e)) 


[ER = Ke 


B(wo,e) 


= ze | f eS ’@) - 


(wo,€) 


Hieraus folgt mit dem Lemma 2.4 und der 


q 


~ Kewollzasun.d) $ 


[x 


‚wo 


IA 


beziehungsweise 


für 1 < q < +. 
Im Falle von q > 1 nutzen wir zusätzlich di 


q 
La (B(wo,e)) 


xk 


€,wo 


T Xe wo 


wo — Ww 


(x(a) -Xe 


€ 


B(wo,e) 


Dim 


Konstante Ĉ = max {1, 3 


aP -aao ( 


(Ô Co)! > 2” -2;| (4.8) 


L!(B(wo,e)) 


e Höldersche Ungleichung und erhalten 


lm 
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Somit ergibt sich fiir q > 1 aus (4.8) 


3 : 
(k) _ q LET ll 
[x2 Xe,wo L4(B(wo,e)) = 22d (C >> (= e) |e 2 L°(B(wo,e)) 
q 
= (n C Co)! 2 le? = z| La(B(wo,£)) 
= 


1 
3 q 
T A (k) _ , ||? 
|x, Kew ee <rÜC (= le z| a (4.9) 
3 . 
x (k) . 
<TC Co a I} zl L4(B(wo,€)) 


Durch einen Vergleich mit (4.8) bemerken wir, dass (4.9) auch fiir q = 1 gültig bleibt. 
Aus XP — X in W14(G) folgt mit (4.9) insbesondere 


lim |x EN = 


E,W 
k= 10 


L4(B(wo,e)) 


Mit diesen Überlegungen vollziehen wir in (4.7) den Grenzübergang k — oo und 
erhalten schließlich 


|X- Xe woll La(B(wo,2)) < 4r Co Cre IV Xl zas 


wo,€)) 


für jedes X € W14(G). 
Dies vervollständigt den Beweis. 


Bemerkung 4.1. Es ist möglich, die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) hin- 
sichtlich der Dimensionen des Definitions- und des Wertebereichs zu verallgemeinern. 
Der Fall einer reellwertigen Funktion mit einem beschränkten Definitionsbereich in R? 
kann dem Beweis durch ein analoges Approximationsargument ausgehend von (4.5) 
unmittelbar entnommen werden. Für einen allgemeinen Bildbereich kann die Argu- 
mentation unter entsprechender Verwendung des Lemmas 2.4 wie im Beweis für R° 
geschehen aus dem skalaren Fall hergeleitet werden. 

Hinsichtlich einer Verallgemeinerung bezüglich der Dimension des Definitionsbereichs 
G ist zunächst eine Anpassung des Lemmas 4.1 nötig, die gemäß [48, Theorem 1.31] 
möglich ist. 


Um die erste Version des Dirichletschen Wachstumstheorems zu zeigen, benötigen 
wir zunächst ein Ergebnis, welches auf Campanato zurückgeht. In dieser Version wie 
auch bei dem daraus folgenden Dirichletschen Wachstumstheorem wird eine im Gebiet 
gleichmäßige Voraussetzung gefordert. 

Für den Beweis orientieren wir uns an dem Vorgehen zu [26, Theorem 3.1]. Im Gegen- 
satz zu [26] und weiterer Literatur wie etwa [48, Theorem 1.54] oder [64, Theorem 1.4.1] 
nutzen wir hier allerdings nicht das Integralmittel, sondern Friedrichs-Glättungen. 
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Satz 4.2 (Campanato, 1. Version). Es seien G C R? ein beschränktes Gebiet, 
p: R? — [0,+00) eine Friedrichs-Glättungsfunktion mit supp(p) C B(0,1) und für 
X = (£1, £2, £3): G + R? € L?(G) die Abschätzung 


< M°? to (4.10) 


2 
IX er Kewoll72(B(u0,e)) = 
für alle B(wo,e) C G mit einem a € (0,1) und einem M > 0 erfüllt. 
Dann gilt X € C*(G) und für alle G! CC G ist 


X(wı) - X (w 
sup [X(w)|-+ sup Kun) Xlwl 
weG’ w1,w2€G’ |w = wa] 

wı#wa 


<C(M+ColXlıxc) (411) 


mit Co := SUP ‚er? p(w) und einer Konstante C = C(a,G,G’) > 0 richtig. 
Zudem gibt es eine weitere Konstante C = C(a) > 0, sodass für jedes wo € G mit 
00 = dist(wo, OG) 


|X (wo) — X(w)| < CM |wo — w|® (4.12) 


für alle we G mit |wo — w| < Ẹ gilt. 


Beweis. Wegen 


3 
Iz jo - (® 40) eo read) S > lz; - (24) ¢,200ll72(B(w9,¢)) 
j=l 


= IX u Kewollzzczı 


wo,€)) 


fiir jo € {1, 2,3} geniigt es, den skalaren Fall zu zeigen. 
Haben wir eine Aussage der Form (4.11) nämlich für jede Komponente von X, das 
heißt 


xz;(wı) — z;(lw 
Sup |xj;(w)|+ sup lzj(wi) = 25(w2)| wi) j(w2)| <C (M+ Co lzsllz¢@) 
weG’ 


a 
wı,w2€G’ |w Bi we| 
wi Fw 


mit einer Konstante C = C(a,G,G’) > 0 für jedes j € {1,2,3}, folgt unter Verwen- 
dung des Lemmas 2.4 aus 


3 3 3 
Kl < E lezo) < IC (M + C leslr) = C (a +0% slao) 

j=1 j=1 j=1 
und 


3 3 
|X(wı) — X (w2)| < 5 |x;(w1) — z;(w2)| < C (a + Co), sizo) Jw, — wa|* 
j=l 


j=l 
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für alle w,w1,w2 € G’ CC G auch (4.11) für die Funktion X, wenn wir wiederum 
mithilfe des Lemmas 2.4 zudem 


2 


3 3 1 
E Izillece) < v3 (= ao) = V3 (IX) = v3 llo 
j=l j=l 


beachten. Insbesondere ergibt sich auch X € C°(G). 
Gilt des Weiteren eine Aussage der Form (4.12) für jede Komponente von X, das heißt, 
für jedes wo € G gilt mit 00 = dist(wo, 0G) 


[ej (wo) - 2;(w)| < Č M [wo - w° 


für alle w € G mit |wo — w| < & für j € {1,2,3}, ergibt sich aufgrund des Lemmas 2.4 
zusätzlich 


3 3 
|X (wo) — X(w)| < 5 |z;(wo) — z;(w)| < > CM |wo - w|* = 3C M |w — w|* 
j=l j=l 


für wo, w € G mit |wo — w| < § dist(wo, 9G). Somit erhalten wir (4.12) auch für X. 
Wir betrachten dementsprechend eine Funktion g: G —> R € L?(G), die 


Ilg <<. Jewo l| 72 (23(a0,¢)) < M?ert?« (4.13) 
für alle B(wo,e) C G mit einem a € (0,1) und einem M > 0 erfüllt. 
Es seien wo € G und go < dist(wo, OG) sowie 0 < £1 < €2 < oo. Unter Verwendung 


des Lemmas 2.4 ermitteln wir zunächst 


2 2 
|9e1 ‚wo Zu Ges ,wo| < (Ige1,wo = g(w)| F |g(w) Zi Jez,wol) 


4.14) 
2 2 ( 
<2 (lger w = g(w)| F |g(w) = Jeo,wo| ) 


für jedes w € G. 
Eine Integration bezüglich w über B(wo, £1) liefert uns demnach 


ne 19=1 wo = Ges <2 | \g(w) — Jei wol dw + i; |g(w) — Jel dw 


(wo,cı) B(wo,eı) 


2 2 
<2 (lig — Ger,wollZ2(B(wo,e1)) + IlI — ea,woll72(23(0,¢2))) 


unter Beachtung von B(wo,€1) C B(wo, €2). 
Indem wir (4.13) nutzen, ergibt sich daraus 


2 
2 2 
|9e1 ‚wo = Ges ,wo| < ne M? (a + est °) (4.15) 


für 0 <eı < E2 < 00- 
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Wir setzen nun &ı = JA und £2 = en mit 0 < @ < @ und erhalten dann 
2 2 A or tee or tee 
_ < 2 92+) y2 ' 
Ir wo I5 wo T o 2 M 9(j+1) (2420) } 93 (2+2a) 


_ 2 172 2a 2(9+1) 1422420 
u 7M gre 241) (2+2a) 


a 2 M? 0? 1+ apt 
T 22a(j+1) 
beziehungsweise 
g_2 —ge < 2 1 4 92420) Mr 
piste IS 2a(j+1) 


für jedes j € No. 
Mittels einer Teleskopsumme folgern wir daraus 


g_2 


ZIFR WO 


g 


I mw sar 


=o! ee Me, m 
k-1 l 

1 
= (Zu + 22+2a) Mo; 52 (=) 


1=0 
€ (0,1) und wir schließen 


a 
< [E (1 + 22+2a) pe 1- (=) >) 
T FG 1% (4.16) 


TEE UGS 
20 
1 22+2a 
a ) 20 — (2) 


unter Beachtung der Eigenschaften der geometrischen Reihe. 
Somit ist die Folge {ge wọ }j=0,1,2,... eine Cauchy-Folge in R. Wir wollen noch erkennen, 
23°’ i 


für jedes j € No und alle k S N. 


Wegen a € (0,1) gilt auch 55 


A 


IA 


dass dieser Grenzwert unabhängig. von der Wahl von o ist. Dazu bemerken wir, dass 


(4.15) auch für cı = 5 und £2 = 5 mit 0 < ọ < Õ < oo gültig bleibt und ermitteln 
f 2 2 2 M2 923 o2t2a l gTa 
I£ wo T IÈ wo m 2 \ +20) " 97 (2+2a) 


= 2M? o 2+2a +6 ~2+2a 1 
7 P 2205 


sowie daraus folgend 
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Dementsprechend ist 


g(wo) = lim Ie,wo = lim ge(wo) 


wohldefiniert und wir entnehmen (4.16) 


M 


2 FE 
|9(wo) = gewo] < u De (4.17) 


für 0 < € < @. 
Zu einer Menge G’ CC G mit oo = dist(G’, 0G) erhalten wir (4.17) für jedes wo € G’ 


und damit insbesondere 

IG — gellz2(a) > 0 
für e > 0+. 
Beachten wir die Konvergenz der Friedrichs-Glättungen aus [60, Kap. X, §1, Satz 2], 
das heißt 

lg = gelln2(a) > 0 
für e > 0+, folgt wegen 

lg - ôllz2z(e) < Ilg — gellz2(a) + 119 — gellız(on, > 0 

für e — 0+ auch g = 9 fast überall in G”. 


Zudem entnehmen wir (4.17) die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen ge gegen ĝ 


in G’ für e 


— 0+. Da die Funktionen g- insbesondere stetig in G’ sind, ist auch ĝ nach 


dem Konvergenzsatz von Weierstraß, den wir in [61, Kap. II, 82, Satz 1] finden, stetig 


in G’. 


Somit besitzt die auf G’ eingeschränkte Funktion g mit g einen stetigen Repräsentan- 


ten, welchen wir von nun an meinen, wenn auf G” lediglich von g die Rede ist. 
Wir wollen erkennen, dass g in G’ beschränkt ist. Für jedes w € G’ sehen wir mithilfe 
der Hölderschen Ungleichung 


1 j w-ü\ |_C akan gn 
ow=l— f (=) Sf ool 
20 00 
B(w,oo) B(w,oo) 
<% 


llgllz2(a) vr 20 
a PG 


mit der Konstante Co = supper: y(w) und unter Beachtung von B(w, o0) C G. 


Aus (4.17) 


folgern wir daher 


M „. CovVr 
ja + all 


la(w)| < y/ 20 +2249) 


für jedes w € G’ und somit 


3 M Cor 
< 1+ 22+2a 6 : 4.18 
sup low) alla (48) 
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Wir zeigen noch, dass g Hölder-stetig ist. Es seien dafür zunächst wı,wa € G mit 
0 < a1 < dist(w1,0G) und o = |wı — w2| < $ gegeben. 
Die Dreiecksungleichung liefert uns 


|g(w1) — g(w2)| < |g(w1) 920,w1 | t |g(w2) Ioswz| t [920,1 Goswz| : 


Wir wollen jeden Term auf der rechten Seite getrennt betrachten. 
Mit (4.17) folgt sofort 


2 M 
|g(w1) — 920, | < Y Z1 + 2744) u (20)" 
T 2% —1 
E ga (4.19) 
= + a 
2 422420) N hy — wy 
und wegen dist(w2, 0G) > 4 analog 
2 M 
|g(w2) = Jowl < 4/ = (1 + 2?*2e) Jw — we|* (4.20) 
T 2% —1 
Ähnlich wie bereits in (4.14) schließen wir mithilfe des Lemmas 2.4 
[920.1 — om]? < 2 (92001 — KW)? + Goa - 3?) (4.21) 


für beliebiges © € G. 
Wegen |ti2 — wı| < |t2 — wa|+ |wı — w2| < 0+0 = 20 für alle wo € B(we, 0) beachten 
wir B(w2, 0) C B(w1, 20). Eine Integration von (4.21) bezüglich ù liefert dann 


i 1920,w1 Er Io, |" dÙ < 2 / (I920.01 u g(t) |? E \Jo,we B s®)) dw 
B(w2,0) B(w2,0) 


2 2 
<2 Ilg = 920,wi |72(8tun 20) +2 lg = Gowall72(B(@w2,0)) 
beziehungsweise unter zusätzlicher Verwendung von (4.13) 
no — Beal < 2M2(20)2+24 +2M?0?}?° = 2M? (ares + 1) or“, 


Demnach gilt 


2 2 
\d2e.u1 — Joal < yf ŽC + 22420) Mo = yf —(1 + 22420) M [un = wl” . 


Zusammen mit (4.19) und (4.20) erhalten wir 
Is(wı) — g(w2)| < Ci(a) M |wi — we|* (4.22) 
für alle w1,w2 € G mit 0 < 01 < dist(w1, OG) und |wı — w2| < 4, wobei wir 


3 glta 
Cila) = 20 +2229 2 


gesetzt haben. Daraus folgt unmittelbar (4.12). 
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Zu G’ CC G mit oo = dist(G’, OG) gilt (4.22) insbesondere für alle w1, wa € G” mit 
jwi — w| < 2. 

Im Gegensatz dazu betrachten wir noch w1, wa € G’ mit |wı — wọ| > 0 und erinnern 
uns an (4.18). Wegen 


2 M CovVr 
< 4/—(1 + 22420) —— of 
Sip, Ig) < yo + Sag Oot mr IIgllz2(a) 
7 2M 2°-Cy a 00\% 
= L 9242 N Se 
( z0 Be ont slo) (2) 


< C2(a, 09) (M + Cp llgllz2¢qy) Iwi = wal” 


mit einer entsprechenden Konstante C2(a, 00) folgern wir in diesem Fall 
Is(wı) — g(wa)| < |g(wi)| + Ig(w2)| < 2 a lg(w)| 
< 2C (a, 00) (M + Co lgllz2cy) |wi — w|“ . 
Insgesamt erhalten wir daraus unter gleichzeitiger Beachtung von (4.22) 
lglwi) - 9(w2)| < Ca, 00) (M + Co lgllzacqy) lwi = wal” (4.23) 


für alle wı,wa € G’ mit einer entsprechenden Konstante Cla, 00). Da die Größe ao 
lediglich von G und G” abhängt, finden wir schließlich eine Konstante C(a, G, G") > 0, 
sodass aus (4.18) und (4.23) 


wW = W 
sup low] + sup Cr) = sl) 
weG’ wı,w2€G’ |wi 2 wa| 

wıFwa 


<0(0,6C,;C) (M + Co lør) 


folgt. 


Wir sind damit in der Lage, eine erste Version des fundamentalen Theorems Mor- 
reys [55, Theorem 3.5.2] zu beweisen, welches als „Dirichlet growth theorem“ in der 
englischsprachigen Literatur zu finden ist. Wie auch später bei der zweiten Version 
haben wir hier die Beweisführung über den Satz von Campanato gewählt, da dessen 
wesentliche Ideen zusammen mit denen der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) 
implizit in den recht kurzen Ausführungen zu [55, Theorem 3.5.2] enthalten sind. 
Wie in [26, Corollary 3.2] gelangen wir durch die Sätze 4.1 und 4.2 unmittelbar zu dem 
folgenden Resultat. Wir beachten die hier verwendete Friedrichs-Glättungsfunktion. 


Satz 4.3 (Dirichletsches Wachstumstheorem, 1. Version). Seien G C R? ein 
beschränktes Gebiet sowie X : G > R? € W!7(G) und 


D(X, B(wo, €)) = |V X aeea i IVX(w)[2dw < M22" (4.24) 
B(wo,€) 


für alle B(wo,¢) C G mit einem a € (0,1) und einem M > 0 erfüllt. 

Dann gilt die Aussage des Satzes 4.2 mit der Konstante 4r Co M anstelle von M, 
wobei Co := sup „er2 p(w) durch eine Friedrichs-Glattungsfunktion y: R? — [0, +00) 
mit supp(y) C B(0,1) gegeben ist. 
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Beweis. Der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) entnehmen wir 


IX — Xe,wollZ2cB(9,¢)) < (Ar Co)? IV XIl72( (09,6) < (47 Co M)??? 


für alle B(wo,¢) C G, woraus mithilfe des Satzes 4.2 sofort die Aussage folgt. 


Indem wir die Voraussetzung (4.10) im Satz 4.2 durch 


7 M? 2+2 
Q 
|X — Xewollz2(B(wo.e)) $ Foe € 


beziehungsweise die Voraussetzung (4.24) im Satz 4.3 durch 


2a 
IXa IVxX(w)P dw < m? ($) 


wo,€)) = 
B(wo,e) 


für alle B(wo,e) C G und 6 = dist(wo, 0G) ersetzen und in den Beweisen der Sätze 
verwenden, kann ebenfalls X € C°(G) und (4.11) sowie in diesem Fall 


a 
IX (wo) — X(w)| < OM (eh 
für alle wo, w € G mit |wo — w| < 4 dist(wo, OG) = 46 gezeigt werden. 
Wir erhalten damit eine zweite Version der Sätze 4.2 und 4.3. Die Grundidee der 
Beweise ist dabei die gleiche. Aufgrund vieler Unterschiede in den Details wollen wir 
sie zusätzlich ausführen. Insbesondere können wir einem Vergleich der Beweise auch 
entnehmen, dass die auftretenden Konstanten durchaus verschieden sind. 


Satz 4.4 (Campanato, 2. Version). Es seien G C R? ein beschränktes Gebiet und 
p: R? = [0,+00) eine Friedrichs-Glättungsfunktion mit supp(y) C B(0,1). Zu einem 
X = (21,29,23):G + R? € L?(G) mögen zudem ein a € (0,1) und ein M > 0 
existieren, sodass für jedes wo € G die Abschätzung 


1 2a 
IX = Xewolhi23(ao,e) SMP (5) aa ere 


für 0 <e<6 =dist(wo, OG) erfüllt ist. 
Dann gilt X € C*(G) und für alle G! CC G ist 


X -X 
sup |X(w)|+ sup lX (w1) = X (wə) 
weg! wwe [wi — Wal 
wifw2 


<C(M+Col|Xllzyq) (426) 


mit Co := SUP wer? p(w) und einer Konstante C = C(a,G,G") > 0 richtig. 
Zudem gibt es eine positive Konstante C = C(a) > 0, sodass für jedes wo € G mit 
ô = dist(wo, 0G) 


[X (wo) = Kl < Om (el) (4.27) 


für alle w € G mit |wo — w| < 3 gilt. 
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Beweis. Wegen 
3 
2 
ljo — (Xjo)e,woll Z2(B(w9,¢)) < zj — (25)«, wolle B(wo,e)) 
j=l 
2 
= |X -= Kewolli2(8w,)) 
fiir jo € {1, 2,3} geniigt es, den skalaren Fall zu zeigen. 
Haben wir eine Aussage der Form (4.26) nämlich für jede Komponente von X, das 
heißt 


|xj(wi) = z;(w2)| 
sup |x;(w)|+ sup = L< COM + O llelege 
wEG! j w1,w2EG! Jw = w|” ( J ra) 
wıFwa 


mit einer Konstante C = C(a,G,G’) > 0 für jedes j € {1,2,3}, folgt unter Verwen- 
dung des Lemmas 2.4 aus 


3 3 3 
KW < X les(w)| < Z C (M + Collio) = C (amr 6052 ao) 


j=l j=l j=l 


und 


j=l j=l 


3 3 
|X (wı) = X (wa)| < 5 |x;(wy) = x; (we)| < C (a + Co), sizo) wı = We a 


für alle w,wi,w2 € G’ CC G auch (4.26) für die Funktion X, wenn wir wiederum 
mithilfe des Lemmas 2.4 zudem 


1 


2 


3 3 id. 
Vislas (= ao) = V3 (IX 12)” = V3 IXE 
j=l j=l 


beachten. Insbesondere ergibt sich auch X € C°(G). 
Gilt des Weiteren eine Aussage der Form (4.27) für jede Komponente von X, das heißt, 
für jedes wo € G gilt mit 6 = dist(wo, 0G) 


jnj(wo) = au) sea (el 


für alle w € G mit |wo — w| < 7 für j € {1, 2,3}, ergibt sich aufgrund des Lemmas 2.4 


3 a 
IX (wo wil Xesta) We (MO) 
j=l 


=3CM (Mees at) 


für wo, w € G mit |wo — w| < 4 dist(wo, 9G). Somit erhalten wir (4.27) auch für X. 
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Wir betrachten dementsprechend eine Funktion g: G > R € L?(G), die 


1 2a 
lg — Ge,wollZ2(B(w,<)) < M? (5) eee (4.28) 


für alle wo € G und 0 < € < ô = dist(wo, 0G) mit einem a € (0,1) und einem M > 0 
erfüllt. 

Es seien wo € G und go < dist(wo, 0G) sowie 0 < €1 < £2 < ao < ô. Wegen oo < 6 
entnehmen wir (4.28) insbesondere, dass 


1 2a 
2 2 
lg- Ge,wo l|12(B(w0,2)) <M? (>) gatea (4.29) 
für 0 < € < o < ô gilt. 
Mithilfe des Lemmas 2.4 ermitteln wir zunächst 

[Jewo — Iezwol? < (der, — I(W)| + |9(th) — Jez,wol)” 


(4.30) 
<2 (lger w = g(w)|? + |g(w) = Jesuo?) 


für jedes w E€ G. 
Eine Integration bezüglich w über B(wo,ı) liefert 


Te Ider — enol” <2| fO |g(w)—gersol”aw+ f lgl) gerol? dw 


(wo,€1) B(wo,£1) 


2 2 
<2 (lig — Ger,wollt2(B(wo,e1)) + II — exsw0\l72(13(0,¢2))) 


unter Beachtung von B(wo,€1) C B(wo, €2). 
Indem wir (4.29) nutzen, ergibt sich daraus 


2 1 2a 
|9e1 0 — Jezwol < PE M?’ (>) (ee + re) (4.31) 
1 


für 0 < £1 < E2 < a9 < ô. 
Wir setzen £1 = 541 und ez = Z mit 0 < o < oo < 6 und erhalten für jedes j € No 


i 2425-41) y2 1 pa u 
no 00 20+) (2+2a) " 97(2+2a) 


2 2+2 
2 M2 (2) * 926+1) l+ 22 
T 00 9(j+1) (2420) 


u 2 M? o 2a 1 + 92420 
92a(j+1) 


N 


g 


ù = e 
gwo T IF; wo 


beziehungsweise 


2 o\* 1 
ER 2+2a 
x yz0+2 )M (2) Ja): 


Ir wo T I£ wo 
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Mittels einer Teleskopsumme folgern wir daraus für jedes j € No und alle k € N 


g 


= Q 
I m: ‚wo I ‚wo 


2 1 
E a 


s k-1 
er De me 
T 00 9Qa(j+1) per 2% 


Wegen a € (0,1) gilt auch 3 € (0,1) und wir schließen 


o = 
gitk WO 


l 


2 1_1-(#)) 


o Q 
21 4 22420) M ( ) 
T oo) 220+1) -= (4.32) 


2 
(1+2 


Peta) ae) 
T 2a — 1 \20 2° 


unter Beachtung der Eigenschaften der geometrischen Reihe. 
Somit ist die Folge {ge w }j=0,1,2,... eine Cauchy-Folge in R. Wir wollen noch erkennen, 
23° J 


— 92 wo 


o 
JFE 27° 


N 


IA 


dass dieser a unabhangig von der Wahl von o ist. Dazu bemerken wir, dass 
(4.31) auch für c1 = £ und eg = $ mit 0 < ọ < Õõ < oo < 6 gültig bleibt und ermitteln 


2 © 2 M2 1 2a 923 o2t2a get 
= r 00 o2 \ 252+2a) ` 9j(2+2a) 
2 M2 1 2a o2t2a 4 orto 1 
ag ae ae 


27 


Ig ‚wo 93 ‚wo 


TF 


sowie daraus folgend 


lim =0. 
jroo 


J2 wo T Jë w 
27? 


27? 0 


Dementsprechend ist 
G( 0) 210 Ie,wo 210 gel 0) 


wohldefiniert und wir entnehmen (4.32) 


; 2 M (e° 
lĝ(wo) — Jewo] < y Z0 + 2424) a (=) (4.33) 


fir O<e< o <ô. 
Zu einer Menge G’ CC G mit oo = dist(G’, OG) erhalten wir (4.33) für jedes wo € G’ 
und damit insbesondere 


lô- gell z267) >0 


für e > 0+. 
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Beachten wir die Konvergenz der Friedrichs-Glattungen aus [60, Kap. X, §1, Satz 2], 


das heißt 
lg = gelln2(a) > 0 
für e > 0+, folgt wegen 
lg- Ilracay < 19 — gelliz(or) + 19 - gell r2(a) — 0 
für e + 0+ auch g = 9 fast überall in G”. 


Zudem entnehmen wir (4.33) die gleichmäßige Konvergenz der Funktionen ge gegen 9 


in G’ für e 


— 0+. Da die Funktionen gs insbesondere stetig in G” sind, ist auch g nach 


dem Konvergenzsatz von Weierstraß aus [61, Kap. II, §2, Satz 1] stetig in G”. 

Somit besitzt die auf G’ eingeschränkte Funktion g mit 9 einen stetigen Repräsentan- 
ten, welchen wir von nun an meinen, wenn auf G” lediglich von g die Rede ist. 

Wir wollen erkennen, dass g in G’ beschränkt ist. Für jedes w € G’ sehen wir mithilfe 
der Hölderschen Ungleichung 


1 2 w-ü\ |_C ROTADA 
awl=|— f oa)e(2—)aal< [ Iwan 
00 00 
B(w,oo) B(w,oo) 
Co 


< => ||g|| x2(6) VT 00 
2 12(G) 


mit der Konstante Co = sup, cre y(w) und unter Beachtung von B(w, 00) C G. 


Aus (4.33) folgern wir daher 
2 M Cov 
1 92+2 | 
wy] yf 20 + 2o allzu 
für jedes w € G’ und somit 
2 M CoV 
< 1 + 2242a + : 4.34 
sup low] < f= Here) + gia (4.34) 


Wir zeigen noch, dass g Hölder-stetig ist. Es seien dafür zunächst wı,wa € G mit 


0 < a1 < 5; = dist(w1,0G) und o = |w; — w2| < gegeben. 
Die Dreiecksungleichung liefert uns 


|g(w1) — g(we)| < |g(w1) 920,01 | t |g(we) Jo,we| t |920,01 Jo,we| : 


Wir wollen jeden Term auf der rechten Seite getrennt betrachten. 
Mit (4.33) folgt sofort 


| 


M 20\° 

|g(wi) = 920,01 | < (1 22+2a/) 3° _1 (2) 
M /\w 
—1 


= Ya oe) SM (Bol) 
2° 21 


aly 


für 0 < 20 < or < 04. 


(4.35) 
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Wegen dist(w2,9G) > & > & > o > 0 ergibt sich mit (4.33) analog 


2 M 20\° 
alea) = dona] < = 22429) (2) 
T 22 — 1 \a 
5 gay = (4.36) 
= (1 + 22420) (= = wal) 
T 2% — 1 01 
fir0<9<@<4. 
Ähnlich wie bereits in (4.30) schließen wir mithilfe des Lemmas 2.4 
[920,01 — Goswal” < 2 (92001 — KW)? + Yom - 9(00) |?) (4.37) 


für beliebiges © € G. 
Wegen |t2 — wı| < |öa — wa] + |wı — wel < 0+ o = 2o für alle ia € B(w2, 0) beachten 
wir B(w2, 0) C B(w1, 20). Eine Integration von (4.37) bezüglich w liefert dann 


| lem- gomba f (loroan - KOP + Igo - s) P) du 
B(w2,0) B(w2,9) 


2 2 
< 2 ||g = Peeorlle2(B(w1,20)) + 2119 = Jowell t2 (Bcw2,0)) 
beziehungsweise unter zusätzlicher Verwendung von (4.29) 


2a 
=) 242a 


1 2a 
"0° |G20w1 — Jowl? < 2M? (>) (20t + 2M? (> 0 


2/1 = 242 2 242 
= 2M? (> (272e 4 220) gts 
Ql 
= 10M? (—) = 920 22a 
Ql 


fir0<e@<%< a. Demnach gilt 


10 & 10 _ = 
Jaws nun! Tara (2) = [Banas (l=) 
T 01 T Ql 


für 0 < 20 < 01 < 64. 
Zusammen mit (4.35) und (4.36) erhalten wir 


|g(wi) — g(w2)| < Ci(a) M (=) ; (4.38) 


für alle wı, w2 € G mit 0 < o1 < ô = dist(w1,0G) und |wı — w2| < 4, wobei wir 


Gia = (vi0 + [all + 22420) =) 


gesetzt haben. Speziell für 0; = 6; folgt aus (4.38) unmittelbar (4.27). 

Zu G’ CC G mit oo = dist(G’, OG) gilt (4.38) insbesondere für alle w1, w2 € G’ mit 
|wı — w2| < 2. Wir erhalten dementsprechend für wı, w2 € G’ mit |wı — w2| < 2 
2) 


a 
0 


|g(w1) — g(wa)| < M |wi — w|" . (4.39) 
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Im Gegensatz dazu betrachten wir noch wı, wa € G” mit |wı — wa| > 5 und erinnern 
uns an (4.34). Wegen 


2 M Cova 
< 1 + 22120 } 
sup low) S yz gaz ty leo 


en M (2\° 22 CoyT 09\% 
= | z0 t 22+2a) Bo (>) } ante shine) (2) 
< C2(a, 00) (M + Co llallz2¢q)) lwi = wal” 


mit einer entsprechenden Konstante C2(a, 00) folgern wir in diesem Fall 
Is(wı) — g(wa)| < Ig(wı)| + |g(wa)| < 2 sr lg(w)| 
weG! 
< 2 C2(a, 00) (m + Co Iallızc,) [wi - w|” . 


Insgesamt erhalten wir daraus unter gleichzeitiger Beachtung von (4.39) 
llw) — g(wa)| < Ö(a, 20) (M + Co llall z2qcy) lwr = wel (4.40) 


für alle wı,wa € G’ mit einer entsprechenden Konstante Cla, 00). Da die Größe ao 
lediglich von G und G” abhängt, finden wir schließlich eine Konstante C(a, G, G") > 0, 
sodass aus (4.34) und (4.40) 


Istun) = g(w»)| ; 
sup |g(w)|+ sup = < Cla, G,G)(M + Co |g 
sup lw) su ne < CGC) (M + Olola) 


wıFwa 


folgt. 


Satz 4.5 (Dirichletsches Wachstumstheorem, 2. Version). Es seien G C R? 
ein beschränktes Gebiet sowie X: G > R? € W!°(G). Zusätzlich gelte mit einem 
a € (0,1) und einem M >0, dass für jedes wo E€ G 


€ 2a 
D(X, B(wo,€)) = VX Beana f |VX(w)|2 dw < M? (5) (4.41) 


B(wo,€) 


fiir 0 <e<6 =dist(wo, OG) erfüllt ist. 

Dann gilt die Aussage des Satzes 4.4 mit der Konstante 4r Co M anstelle von M, 
wobei Co := sup „er? p(w) durch eine Friedrichs-Glättungsfunktion p: R? — [0, +00) 
mit supp(p) C B(0,1) gegeben ist. 


Beweis. Für jedes wo € G folgt mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) 


{ 2a 
IX — Xe 2 < (Am Co)? | X Bean < (47 Co M)? (3) e2t2a 


(B(wo,e)) 


für 0 < e < ô = dist(wo, 0G), woraus sich unter Verwendung des Satzes 4.4 direkt die 
Aussage ergibt. 
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Bemerkung 4.2. Bei den Sätzen 4.4 und 4.5 liegen mit den Bedingungen (4.25) be- 
ziehungsweise (4.41) lokale Voraussetzungen an X vor. Im Gegensatz dazu stellen die 
Bedingungen (4.10) und (4.24) aus den Sätzen 4.2 beziehungsweise 4.3 gleichmäßige 
Voraussetzungen an X in ganz G dar. Insofern ist die Bezeichnung der Sätze 4.2 und 
4.3 als gleichmäßige Version und die Bezeichnung der Sätze 4.4 und 4.5 als lokale 
Version gegeben. 


Bemerkung 4.3. Die lokale Version des Dirichletschen Wachstumstheorems hat sich 
durch Morrey mit [55, Theorem 3.5.2] etabliert. Zudem entwickelte sich in späteren 
Arbeiten wie [26, 48, 64] eine gleichmäßige Version des Dirichletschen Wachstums- 
theorems als Folgerung aus einer gleichmäßigen Version des Satzes von Campanato. 
Andere Quellen wie etwa [21, Chap. III, Theorem 1.1] beweisen die lokale Version des 
Dirichletschen Wachstumstheorems unter Berücksichtigung des Vorgehens aus [55]. 
Wir haben hier beide Aspekte kombiniert, indem wir einen Satz von Campanato in 
seiner lokalen Version (Satz 4.4) hergeleitet haben. 


Bemerkung 4.4. Bezüglich der Raumdimension des Gebietes G C R? und der Wahl 
von X aus W!?(G) liegt hier ein Grenzfall vor, der nicht gestattet, die Stetigkeit von 
X mithilfe des Einbettungssatzes von Sobolev [1, Theorem 5.4] zu folgern. Durch die 
Zusatzbedingungen (4.24) beziehungsweise (4.41) kann dies gewährleistet werden. 
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Mithilfe der lokalen Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) wird es 
uns in diesem Abschnitt möglich sein, die Hölder-Stetigkeit eines Minimierers X* aus 
dem Satz 3.3 herzuleiten. Dafür spezialisieren wir die Voraussetzung an die Funktion 
f, die das Funktional Z gemäß der Definition 3.2 induziert, leicht. 

Zur Anwendbarkeit des Satzes 4.5 wird es erforderlich sein, dass ein Minimierer X* der 
Wachstumsbedingung (4.41) genügt. Hierzu ist die Untersuchung des Zusammenhangs 
des Dirichlet-Integrals und der Fourierreihe auf Kreisringen für eine Funktion wichtig. 
Anschließend werden wir den Begriff der harmonischen Ersetzung kennenlernen und 
mithilfe des Dirichlet-Integrals dieser einen Vergleich mit dem Dirichlet-Integral des 
Minimierers X* vornehmen. Daraus folgt dann die Herleitung der Bedingung (4.41) 
und damit auch die Hölder-Stetigkeit für X*. 

Zunächst beachten wir das folgende Ergebnis zur Transformation von Variablen bei 
Funktionen aus Wb4(G), das wir [46, Theorem 11.51] oder auch [70, Theorem 2.2.2] 
entnehmen. 


Satz 4.6 (Variablentransformation). Seien G,G CR” offen und die Abbildung 
K: G > G bijektiv sowie K und K7! gleichmäßig Lipschitz-stetig in G beziehungsweise 
G. Zudem sei ge W"4(G) mit 1 < q < +00. 

Dann gilt go K € W"4(G) und für alle j € {1,...,m} und fast alle 7 € G ist 


richtig. 
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Wir kommen nun zu einem Ergebnis von Morrey aus [51, Chap. III, Lemma 6.1]. Dieses 
stellt eine bemerkenswerte Verknüpfung zwischen den Fourierkoeffizienten entlang von 
Kreisringen und dem Dirichlet-Integral einer Funktion ge W!?(B(wo, R)) her. Im 
Gegensatz zum Beweis in [51] gehen wir hier deutlich stärker ins Detail. 


Lemma 4.2 (Fourierreihe und Dirichlet-Integral). Es seien B(wo, R) C R? und 
ge W'*(B(wo, R), R). Dann existieren Funktionen ao(o), ar(o) und bg(0), k € N, die 
zu jedem oo € (0, R) absolut stetig auf (00, R) sind, sodass die Reihe 


a, >> (anlo) cos(k0) + (0) sin(k)) 
k=1 


für jedes o € (0, R) in L?((0,2r)) gegen eine Funktion go(0,-) konvergiert. Die Kon- 
vergenz ist dabei absolut und gleichmäßig in 0 für fast alle festen o € (0, R). Zusätzlich 
gehören go und die durch 9(0,0) := g(wo + oexp(i6)) gegebene Funktion g für jedes 
0o € (0, R) der gleichen Äquivalenzklasse in W*?((oo, R) x (0,27)) an und die Identität 


R f 2 co 2 2 2 
D(g, B(wo, R)) [| +5 («ito H Bhlo)? + Flle) + belo) ') do 
k=1 


02 
0 


ist richtig. 


Beweis. Zunächst nehmen wir oo € (0, 2) an und leiten daraus später den allgemeinen 
Fall oo € (0, R) her. 

Wir beachten, dass mit g € W1?(B(wo, R)) auch g € W?(B(wo, R) \ B(wo, 00)) 
richtig ist. Durch die Koordinatentransformation (0,0) > wo+ oe? erhalten wir daher 
für die mittels 


glo, 0) := g(wo + oe”) (4.42) 


gegebene Funktion g € W'?((oo, R) x (0,27)) unter Beachtung des Satzes 4.6. 

Infolgedessen erhalten wir Go, ĝo € L?((oo, R) x (0,27)) und mit dem Satz von Fubini, 
welchen wir [61, Kap. VIII, §7, Satz 2] entnehmen, go(@,-), go(e,-) € L7((0,27)) für 
fast alle o € (00, R) sowie 9,(:,0),90(-,0) € L?((oo, R)) für fast alle 9 € (0,27). 

Gemäß [46, Theorem 10.35] können wir annehmen, dass 9 für fast alle 6 € (0,27) 
absolut stetig bezüglich o in (00, R) ist und für fast alle o € (00, R) absolut stetig 
bezüglich # in (0,27). Die absolute Stetigkeit bezüglich o liefert mit dem Lemma 2.10 


50.0) = 01,9) + | Golr.0) ar (4.43) 


Q1 


für alle o € (00, R) und für fast alle 6 € (0,27), wobei o1 € (4, R) so gewahlt wird, 
dass 9(g1,:) absolut stetig in (0,27) ist und 99(01,:) € L?((0,2r)) gilt. Speziell können 
wir 9(o1,:) aufgrund des Lemmas 2.12 zu einer auf [0,27] absolut stetigen Funktion 
fortsetzen, wobei wir die Bezeichnung 9 der Einfachheit halber beibehalten. 

Für alle oe (00, R) und für fast alle 8 € (0,27) ermitteln wir 


[4 
[591 < la(er,6)1+ ACOR 
[23 


4.2 Hölder-Stetigkeit im Inneren 67 


und daraus 


HP < len 0)? + 213er) f Ider, 8)| ar + (/ FA oar) Ä 


Q1 1 


Da g(@1,-) eine stetige Fortsetzung auf [0,27] besitzt, finden wir ein Mo > 0, sodass 


sup |9(01,6)|< sup |5(01,6)| = max |9(01,)| < Mo 
de (0,27) de[0,27] de[0,27] 


erfüllt ist. 
Mit der Hölderschen Ungleichung beachten wir noch 


(Jar nia) < (fra) (i nit) <R (Jar ner) 


für alle o € (00, R) und für fast alle 0 € (0,27). 
Somit erhalten wir 


2r o 


27 Qr 27 o 
ECOLE [aa + 2M | flöt Olardo+ R f f latr, Parao 
0 0 0 a 0 0 


für alle o € (00, R), woraus 9(o,:) € L?((0,27)) für alle o € (oo, R) folgt. 
Für jedes feste 9 € (0, R) setzen wir nun 
1 2T 
ao(o) = - [ ate. 9) de , (4.44) 
0 
2m 
AEE L | 5(0,9) cos(k0) d0 , (4.45) 
0 
20 
Bila yes 1 / Jlo, 0) sin(k6) d0 (4.46) 
0 


für k € N und schließen wegen g(0,-) € L?((0,2r)) gemäß [27, Theorem 21] 


2m 2 


dé=0 


l 
30.9) - (32 + J (aro) cos(k0) + ba (0) sk) 
k=1 


lim 
1200 


0 


für alle o € (oo, R). 
Indem wir (4.43) in (4.45) beziehungsweise (4.46) verwenden, erhalten wir mithilfe des 
Satzes von Fubini 


27 Qr o 
aglo) = = faleno) cos(k@) dé + = S fiee, 0) dr cos(k0) dé 
0 00 


er (4.47) 


1 
= ar(01) + = fadt 0) cos(k@) dð dr 
a1 0 
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beziehungsweise 


Qr 27 o 


bk(0) = SECK sin(k0) dé + = | J idr, 9) dr sin(k6) d0 
0 0 0 


er (4.48) 
= bk(01) + ES [Got 9) sin(k0) dé dr 
T 
ai 0 
für jedes o € (00, R) und k € N sowie mit (4.43) in (4.44) 
1 27 1 2m o 
alo) = = | g(0r,0)d0-+ f [cr ara 
0 00 
aa (4.49) 
= ao(oı) + =f f solr 6) dé dr 
21 0 


für alle o € (29, R). 
Insbesondere gehören die Funktionen 


2r 
olr = [ Golr.9) do, 
0 
27 
d1,.(r) = fae, 0) cos(k0) dé , 
0 
27 
bar(r) = J Go(r, 0) sin(k0) dé 
0 
für k € N zur Klasse L'((g9, R)) und folglich sind die Funktionen ao(e), ar(e) und 
b.(o) für k € N gemäß Lemma 2.11 absolut stetig auf (00, R). 
Wir erinnern daran, dass g(0,-) für fast alle @ € (09, R) ebenfalls absolut stetig auf 


(0,27) ist. Insbesondere können wir g(g, -) für fast alle o € (00, R) zu einer auf [0,27] 
absolut stetigen Funktion mithilfe des Lemmas 2.12 fortsetzen. 

Aufgrund von (4.42) und ge W1?(B(wo, R)) in Kombination mit der absoluten Ste- 
tigkeit entlang achsenparalleler Linien nach [46, Theorem 10.35] gilt zusätzlich 


9(0, 0) = glo, 27) (4.50) 


für fast alle ọ € (00, R). 
Infolgedessen berechnen wir 


aklo) = 1 fae 0) cos(k0) dé 
0 


T 
2m 


L (öle, 27) sin(27k) — (e, 0) sin(0)) — 1 l Ileb) 1 sin(k0) 40 


T 
0 
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beziehungsweise 


2m 


1 [te 0) sin(k0) d0 = kay(o) (4.51) 


T 
0 
und analog 


x(a) = = f #,0)sin(ko) a0 
0 


2m 


1 1 1 
= ~ 5. (Gle, 21) cos(27k) — 90,0) cos(0)) + = f (0,6) z cos(k0) a0 
0 
beziehungsweise 
1 2T 
~ | aolo, 0) cos(k6) d0 = kbx(o) (4.52) 
0 
für fast alle o € (00, R). 
Zudem ergibt sich aufgrund von (4.50) 
17 1 
= | Go(0,9) d8 = > (le, 2m) - äle, 0)) = 0 (4.53) 
0 


für fast alle o € (a0, R). 
Da go(e,-) € L?((0,2r)) für fast alle o € (oo, R) gilt, erhalten wir mit 


2m 


x 1 f/f. 

do(@) := | Golo. 6) dé, 
0 

27 


N Th fee 

a (@) := Z fleo) cos(k0) dé , 
0 

1 2m 
J ste: sinko) a6 


by. = — 
klo 
0 


für fast jedes feste o € (00, R) die Fourierkoeffizienten von 99(0,:) und schließen unter 
Beachtung von (4.51), (4.52) und (4.53) 


ao(o) =0, (4.54) 
(0) = kbr(o) ; (4.55) 
bx (0) = —k a(o) (4.56) 


für fast jedes feste o € (00, R), was auch durch [27, Theorem 27] bestätigt wird. 
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Gleichzeitig folgern wir mithilfe der Parsevalschen Gleichung, die wir beispielsweise in 
[20, Theorem 5.27] finden, 


role T > (lür (o)l? + |bx(o)| Ve > „ [e 0))? d0 < +00 (4.57) 
0 
und speziell 
YF? (Jax (0)? + belol?) < +00 
k=1 


für fast jedes o € (00, R). 
Die Höldersche Ungleichung für Reihen liefert uns somit 


Y Vie OP + (OP = X z k late)? + ro) 


= k=l 
o 2/2 4\2 
< (I (Iax(o)/? + |br(o)| ’) (È =) ur 
= k=l 


für fast alle o € (a0, R). 
Wir beachten noch 


lax(o)| + [bu(o)| < 2y/lax(o)[? + lbx(o)I? 


für alle k € N und fast alle o € (00, R) unter Nutzung der Ungleichung vom arithme- 
tischen und geometrischen Mittel. Infolgedessen erhalten wir mithilfe des Weierstraß- 
schen M-Tests, den wir beispielsweise in [61, Kap. II, §2, Satz 3] finden, die absolute 
und gleichmäßige Konvergenz der Reihe 


ou + > (ax(0) cos(k0) + bx(0) sin(k0)) 
k=1 


auf [0,27] für fast alle @ € (oo, R). 

Wir erinnern uns an die Darstellungen (4.47), (4.48) und (4.49) für die auf (oo, R) 
absolut stetigen Funktionen ao(o), a(o) und b,(@). Diese sind dementsprechend fast 
überall auf (00, R) differenzierbar und wir ermitteln 


ahlo) = = | Golo.) a0 , (4.58) 


aho) = = f Gl0,8) cos(k0) 0, (4.59) 
0 


ko) = = f Belo, O) sin(k6) a0 (4.60) 
0 


für fast alle o € (00, R). 
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Da 9,(0,:) € L?((0, 27)) für fast alle 9 € (00, R) gilt, erkennen wir in (4.58), (4.59) und 
(4.60) die Fourierkoeffizienten von 9.(0,:) für fast alle o € (00, R). Die Parsevalsche 
Gleichung liefert uns daher 


> [Genra AEL S (it + 0°) (4.61) 


für fast alle o € (00, R). 
Zusammenfassend ergibt sich aus (4.61) und (4.57) unter Beachtung von (4.54), (4.55) 
sowie (4.56) 


2m 


| Geo, 8))?+ Gol 0.8))? a0 
0 


= Le + ` (uo + Beg)? + = “on ze] 
k=1 


(4.62) 


Q 


für fast alle o € (00, R). 

Wir bemerken, dass alle bisherigen Ergebnisse für beliebiges oo € (0, 2) richtig sind. 
Die Ergebnisse lassen sich ohne Probleme auch für ou € [4, R) übertragen, da in 
diesem Fall insbesondere (09, R) C (#, R) gilt und die für oo € (0, 8) hergeleiteten 
Eigenschaften stets auf Teilmengen gültig bleiben. Die ursprüngliche Einschränkung 
oo € (0, R) hatte lediglich Auswirkungen auf die Wahl von oı in (4.43) und diente der 
Vereinfachung des Beweises. 

Um schließlich den Beweis zu beenden, führen wir zu beliebigem go € (0, R) mittels 


1 für oE (oo, R), 


X(o0,R)(Q) := n für o ¢ (00, R) 


die charakteristische Funktion für das Intervall (00, R) ein. 
Wir beachten aufgrund des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23] 


2m 


R 
1 
J [xemo le (Go(e.9))? + za Golo, 8) *) | asao 


22s 


| P (4.63) 
=| fe o (alo. er z (ole 9)) 2) dod 


= D(g, B(wo, R) \ B(wo, 00)) 
< D(g, B(wo, R)) 


für alle 00 € (0, R). 
Indem wir (4.62) in (4.63) verwenden, ergibt sich mithilfe des allgemeinen Konver- 
genzsatzes von Beppo Levi, welchen wir beispielsweise [61, Kap. VIII, §4, Satz 5] 
entnehmen können, durch den Grenzübergang oo | 0 die gewünschte Formel. 
Dies vervollständigt den Beweis. 


72 4 Regularitatstheorie zur Stetigkeit von Minimierern 


Bevor wir uns mit der harmonischen Ersetzung und ihrem Dirichlet-Integral befassen, 
ist es hilfreich, zunächst einige vorbereitende Ergebnisse zu sammeln. Diese gehen der 
Frage einer sinnvollen Begriffsbildung fiir Randwerte von Funktionen aus dem Sobolev- 
Raum W14(G) nach. 

Wir notieren zunachst den folgenden Satz aus [18, Chap. 5.3, Theorem 3]. 


Satz 4.7 (Dichtheit von C*(G) in W14(G)). Es sei G C R™ ein beschränktes 
C!-Gebiet und q € [1, +00). Dann liegt der Raum CX(G)NWI(G) dicht in W14(G). 
Von zentraler Bedeutung fiir die Untersuchung von Randwerten ist die Existenz des 
sogenannten Spuroperators. Dazu wollen wir [18, Chap. 5.5, Theorem 1] die nachste- 
hende Aussage entnehmen. 


Satz 4.8 (Spuroperator). Sei G C R™ ein beschränktes C!-Gebiet und q € [1, +00). 
Dann existiert ein beschränkter, linearer Operator Tr: W44(G) — L4(0G), sodass 


Tr[g] = glac (4.64) 
für alle ge W14(G) NC°(G) und 


I|Tr[alll ec, < Cr(G,q) Iallwı.accy 


für alle ge W14(G) gilt, wobei Cr, eine Konstante ist, die nur von G und q abhängig 
ist. 


Dementsprechend erhalten wir den Begriff der Spur. 


Definition 4.1 (Spur). Wir nennen Trjg] die Spur von ge W!4(G) auf OG. 


Ergänzend dazu beachten wir das folgende Ergebnis aus [18, Chap. 5.5, Theorem 2], 
welches ein Kriterium für eine verschwindende Spur einer Funktion aus W14(G) liefert. 


Satz 4.9 (Spur-Charakterisierung von w(G)). Seien G C R” ein beschränktes 
C!-Gebiet und ge W14(G), 1 < q < +00. Dann gilt Tr[g] = 0 genau dann, wenn 
g € Wy(G) richtig ist. 


Bemerkung 4.5. Die Sätze 4.7, 4.8 und 4.9 können hinsichtlich der betrachteten Men- 
gen verallgemeinert werden. Es genügt, wenn diese einen Lipschitz-Rand besitzen be- 
ziehungsweise einer sogenannten Segmenteigenschaft genügen. Untersuchungen dazu 
können [1, Theorem 3.18] und [46, Theorem 10.29, Theorem 15.23, Theorem 15.29] 
entnommen werden. 


Wir möchten noch den folgenden Gedanken aus dem Beweis des Satzes 4.8, der sich 
in [18, Chap. 5.5, Theorem 1] befindet, aufgreifen. Für ein beschränktes C1-Gebiet 
G und ein ge W14(G) können wir aufgrund des Satzes 4.7 eine Folge {gı}ı=ı,,... in 
C*°(G)NW»4(G) mit 


jim lg - ll w19(a) =0 


finden. Insbesondere bildet die Folge {gr}ı=ı,,.. eine Cauchy-Folge in W14(G). Wir 
erhalten daher mithilfe des Satzes 4.8 


Igı - || L4(0G) = ||Tr[g] - Tr[gr] | 2e(0c) < Cr(G, q) Ila - ellwi.cc) 
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und erkennen, dass die Folge {j}i=1,2,... auch in L“(0G) eine Cauchy-Folge ist. Den 
Grenzwert definieren wir schließlich als Tr[g] und bemerken, dass dieser unabhängig 
von der Wahl der approximierenden Folge {gı}ı=1,2,... ist. Unter zusätzlicher Berück- 
sichtigung des Satzes 4.9 erweitern wir den Begriff der Spur wie folgt. 


Definition 4.2 (L’-Randwerte). Zwei Funktionen gı,92 € W!4(G) stimmen im 
Sinne der L2-Norm auf dem Rand ðG überein, wenn gi — g2 € w 1G) gilt. Ist G ein 
beschränktes C!-Gebiet, bezeichnen wir Tr[g] auch als L4-Randwerte von ge W+4(G). 


Wir können damit die harmonische Ersetzung einer Funktion erklären. 


Definition 4.3 (Harmonische Ersetzung). Es seien G C R™ ein beschränktes 
Lipschitz-Gebiet und go € Wt? (G). Wir bezeichnen die Funktion H(go, G) als harmo- 
nische Ersetzung von go in G, die auf dem Rand 0G mit go im Sinne der L?-Norm 
übereinstimmt, falls 


i) H(go,G) in G harmonisch ist und 
ii) H(g0,G) — go € Wg” (G) gilt. 


Bemerkung 4.6. Gemäß den Darstellungen in [11, S. 117-118] ist es stets möglich, 
eine eindeutige Funktion zu finden, die den Bedingungen i) und ii) der Definition 4.3 
genügt. Dazu wird das Variationsproblem für das Dirichlet-Integral auf der Menge 
{ge W1?(G) : g- go € WÈ? (G)} eindeutig gelöst und mithilfe des Lemmas von 
Weyl gezeigt, dass diese Lösung harmonisch ist. Die harmonische Ersetzung ist somit 
wohldefiniert. 


Wir wollen nun das Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung herleiten. Dafür 
orientieren wir uns an der knappen Ausführung in [51, Chap. III, Lemma 6.2], welche 
das Dirichlet-Integral einer harmonischen Funktion mit L?-Randwerten beinhaltet. 
Im entsprechenden Beweis wird eine Darstellung der harmonischen Funktion voraus- 
gesetzt und anschließend das Lemma 4.2 angewendet. Unbetrachtet bleibt dort aller- 
dings, ob diese Darstellung der Definition einer harmonischen Ersetzung genügt. Die 
Bemerkung 4.6 liefert uns zwar die Existenz und die Eindeutigkeit einer harmonischen 
Ersetzung, lässt jedoch die Frage nach ihrer Darstellung unbeantwortet. Wir wollen 
diese Lücke daher in unserem Beweis schließen. Hierfür nutzen wir Ergebnisse über 
harmonische Hardy-Räume. Wir beachten, dass uns das Maximumprinzip für harmo- 
nische Funktionen verwehrt bleibt, da Randstetigkeit nicht gegeben ist. 


Lemma 4.3 (Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung). Vorgelegt seien 
B(wo, R) C R? und go € W1?(B(wo, R),R). Zudem besitze go Randwerte im Sinne 
der L?-Norm, die auf 9B(wo, R) durch 


ao 


= + 3 ax cos( k0) + by sin(k0) 


k=1 
mit gewissen Koeffizienten ao, ar und by darstellbar sind. 
Dann gilt für die harmonische Ersetzung g := H(go, B(wo, R)) von go in B(wo, R) 


co 


D(g, B(wo, R)) apt (az + 5) . 
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Beweis. Entsprechend [11, Theorem 3.1, Remark 3.2, Theorem 4.7 und Remark 4.8] 
gibt es genau eine harmonische Funktion ge W!?(B(wo, R)) n C%(B(wo, R)) mit 
g — go € Wọ” (B(wo, R)). 


Zunächst bemerken wir mit Polarkoordinaten um wo 


20 

lolli e600) = | Pasto) =e fig(wo+ ee") ao (4.69) 
OB(wo,e) 0 

für0< o< R. 

Indem wir go(w) := g(wo + ow) für jedes @ € (0, R) setzen, erhalten wir insbesondere 

Go € W'2(B(0, #)) N C®(B(0, #)) unter Verwendung des Satzes 4.6 und somit auch 

Go € W!?(B(0,1)) N C*(B(0,1)) für alle o € (0, R). 

Mithilfe des Satzes 4.8 und einer entsprechenden Konstante Cy, := Cn(B(0,1)) folgt 

daher 


Qn 2m 
fis + oe”)? dé = Foster dé = elli2080,1) 
/ / (4.66) 
2 pr |2 
< CH 9ellwi280,1) 
für jedes o € (0, R). 
Wir erhalten zudem 
lI9elliv1.2(800,1)) = IGo(w)|? dw + [VGo(w)|? dw 
(B(0,1)) 
B(0,1) B(0,1) 
= f lao + ew)Paw+ f [Volw + ew) ol? dw 
B(0,1) B(0,1) 
1 
=a J lwyPaw+ f Wawa 
B(wo,e) B(wo,e) 
1 2 
< z +1) |gllwı.2(Btwo.R)) 
und schließen daher aus (4.66) 
2m 1 
Fiotun + 2c") a0 < Ch (3 +1) Ialiwıamcun.n) (4.67) 
0 


sowie unter zusätzlicher Beachtung von (4.65) 


1 
ll9llZ2(@B(wo,0)) < Cir (= + o) llalliv.2(2(w0,R)) 


für alle oe (0, R). 
Wegen [17, Chap. 1.3, Example 2] erkennen wir lgl? als subharmonisch in B(wo, R) 
und folgern unter Verwendung von [17, Theorem 1.6] für 0 < o1 < o2 < R 


2m 2m 
Fin + "Pa < [\g(wo + one) a0 , (4.68) 
0 0 
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Damit ergibt sich aus der Kombination von (4.67) und (4.68) 


T I- 
sup flow +o”) Pao< sup [lau + ee) a9 
OSe<R 4 2<o<RY, 


< Ch (i + 1) lallwı2s B(wo,R)) < +00 


unter Ausnutzung von ge W1?(B(wo, R)). 

Infolgedessen erkennen wir die Funktion g als ein Element eines harmonischen Hardy- 
Raumes gemäß [3, S. 103]. Speziell finden wir auf der Grundlage von [3, Theorem 6.12] 
ein eindeutig bestimmtes Element g € L?(3B(wo, R)), sodass 


o 1 Id - wol” — |w — wol? 
ON. wage AOAC) 
oe K (4.69) 
o? 


ea 0) + 0? REN) 


für w = wo + oe? € B(wo, R) gilt. 
Analog zur Darstellung in [59, Kap. V, §4] berechnen wir mit ¢ = wo + Re!” und 
w = wo + oe fir0<0<R 


I = 61? le” -Rer? fl $e 


und mithilfe der geometrischen Reihe 


- ($? as 1 1 

(1- g 2 ci(d- u (1- £ ei) 1- £ eild-7) "Ns £ eier) 
S/o k(0—T) S/o ik(0—7) 
— 1 J & 1 —T — T 

3; 2) e T 2 (2) 


Nutzen wir zusätzlich 
cos(k(@ — T)) = cos(k0) cos(kr) + sin(k0) sin(kr) 


für jedes k € N, ermitteln wir 


¢- = = = CRETE > (2) (cos(k6) cos(kr) + sin(k8) sin(kr)) 


für w = wo + oe € B(wo, R) und ¢ = wo + Re" € OB(wo, R). 
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Aus (4.69) erhalten wir demnach 


20 
i 1 ~ ir 
g(wo + oe”) = 5, | Kwo + Ret) dr 
0 
oo 5 k 1 2m À 
+ 5 (2) cos(k0) | — Feoscknatuo + Re”)dr 
R T 
k=1 0 
s b k 1 20 
+ > (2) sin(k6) | — [sinGer) (wo + Re’) dr 
i \Rk Ty 


für w = wo + oe € B(wo, R). 
Durch die Setzungen 


2m 
ao := = faw + Rel)dr, 
se 0 
2m 
Qk = 2 faw + Re") cos(kr) dr , 
. 0 
2m 
Br := 2 faw + Re) sin(kr) dr 
u 
folgern wir die Darstellung 
© k 
g(wo + ge”) = > +), (2) (ax cos(kO) + Br sin(k6)) 
k=1 


für w = wo + oe € B(wo, R). 
Gleichzeitig entspricht 


qo 


t SG cos(k0) + Bp sin(k0)) 


k=1 


der Fourier-Darstellung von g € L?(0B(wo, R)). 

Wir wollen nun erkennen, dass g und Tr[g] auf 9B(wo, R) im Sinne der L?-Norm 
übereinstimmen. Dafür bemerken wir wegen des glatten Randes von B(wo, R), dass es 
aufgrund des Satzes 4.7 eine Folge {g}:=1,2,... in W1?(B(wo, R))NC*X(B(wo, R)) mit 


im lg- Mlw1.2(B(wo,R)) =0 (4.70) 
gibt. 
Analog zu (4.65) beachten wir 


2m 
lð - Trl] llZ2¢aB~w0,R)) = R [lot + Re’) — Tr[g](wo + Re)|? da 
0 
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und fügen innerhalb des Betrags auf der rechten Seite +g(wo + oe), +gı(wo + ge”) 
sowie +gı(wo + Re’) ein, wobei o € (0, R) und Z € N zunächst beliebig sind. 


Unter mehrfacher Verwendung des Lemmas 2.2 ergibt sich dann 


lg — Trl] llz2(aB(wo.R)) S AR [|g(wo + Re”) — g(wo + oe) |? d0 
0 


+48 [|g(wo + ge!) — lwo + oe”)? a0 
0 (4.71) 


ne ar | gi(wo + oe”) — g(wo + Re’®)|? do 


+4R J (wo + Re”) — Tr[g|(wo + Re®)|? a0 


für jedes o € (0, R) und l € N. 
Analog zu (4.67) erhalten wir 


; à 1 
Fiotun + 20") - run + o)2a < Ch (za +1) la- salve. 
0 
für alle o € (0, R) und l € N beziehungsweise 
fiw + ge?) — gi(wo + eel”)? dd < CH, (= + 1) lg — allwn) (472) 
0 


für oe [Ž, R) md l EN. 
Der Satz 4.8 liefert uns 


r fu + Re®) — Tr[g](wo + Re)? d0 = |g — Tr{gIllz2aB(w0.R)) 


4.73 
Smaalen 


< Či llor — glli2(Biwo,R) 
mit Čr := Cy,.(B(wo, R)). 
Daher erhalten wir aus (4.71) mit (4.72) und (4.73) für alle o € [Ž, R) und l € N 
lg - Tr[glll22(aB(w9.R)) < AR flatu + Re’) — g(wo + oe”) |? dd 
0 


2m 


; ` 4.74 
F AR flalwo + ee”) — (wo + Re)? d0 Ce 
0 


4 £ 
+4 (ch e 4 R) ae Ch) lg - g1liv1.2(B(wo,R)) . 
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Es sei nun e > 0 beliebig gewählt. Wegen (4.70) finden wir ein lọ € N, sodass 


4 = E 
4 (ch e a R) + Ch) lla — dolltv1.2(B(wo,R)) < 3 (4.75) 


richtig ist. 
Da zudem gą € C”°(B(wo, R)) gilt und g somit insbesondere gleichmäßig stetig auf 
B(wo, R) ist, folgt unmittelbar 


20 
lim fiole + ee) — gy, (wo + Re’)? do =0 . 
o>R 

0 


Unter Beachtung von [41, 5. 9] ist zudem 


2m 
lim, \g(wo + Re”) - g(up + ge”)? a = 0 
e>R 

0 


gegeben. 
Demnach finden wir ein pọ € B3; R), sodass 


20 
AR [lalu + Re”) - gluo + wer)l?a0 < Ê (4.76) 
0 
und 
20 
AR flgulwo + e0) ~ guo(uo + Rel)? dd < Ê (4.77) 
0 


gültig sind. 
Infolgedessen ergibt sich mit (4.75), (4.76) und (4.77) in (4.74) 


l3 — Trlalliizon.m) < € 
und aufgrund der beliebigen Wahl von e muss schließlich 


Ig - Tr[g]|lz2(aB(wo,R)) = 0 


erfüllt sein. 
Somit erhalten wir unter Verwendung des Satzes 4.9 wegen g — go € w ?(B (wo, R)) 


ao = a0, 
Qk = ak, 
Br = bk 


und dementsprechend für jedes w = wg + oe? € B(wo, R) 


© k 
g(wo + oe”) = > N > (2) (ax cos(k0) + bg sin(k0)) . 
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Wir setzen Go(@) := ao, 


ax (0) := (2) a sowie bp (@) := (2) 


und verwenden diese Koeffizienten im Lemma 4.2. Es ergibt sich 
" To 2 2 22k 72 1 72 
kak n-ı\ , (kbr pa)”, Kear" (ag + bi) 
D(g, B(wo, r)) = m) > (( RE Q ) y (Fe Q ) T Rr o do 


Toog 2 
= =f > Kr (aj + bi) 2 eo] do 


fir 0 < r < R. Da die Reihe fiir 0 < ọ < r < R absolut und gleichmäßig konvergiert, 
können wir die Integration auf jeden einzelnen Summanden anwenden und es folgt 


r 


œ 2k2 = 
D(g, B(wo,r)) = 7 >> TR (az + uz) | ‘do 


k=1 0 
hg oy [1 a _ Ze 
T3 pa (ak + Hh) x: "2: @) (ai +P) 


fir0<r<R. 
Wegen 


Dig, Bluo,r)) =" ok (5) (a +02) < D(g, B(wo, R)) < +00 
k=1 


für 0 < r < R folgt durch den Grenzübergang r — R die gewünschte Aussage. 


Bemerkung 4.7. Gemäß dem Satz 4.7 finden wir zu einem beschränkten C!-Gebiet 
G und einem g € W!?(G) stets eine Folge {g1 }=1,2,... in CX(G) N W17(G), die in 
W!(G) gegen g konvergiert. Wie im Zusammenhang mit der Beweisidee zum Satz 4.8 
angedeutet ergeben sich daraus die Randwerte von g als Tr[g] € L?(0G). Handelt es 
sich bei G insbesondere um eine Kreisscheibe, können wir Tr[g] stets als Fourierreihe 


ao 


oo 
5 + 5 ax cos( k0) + by sin(k0) 


k=1 


auf dem Rand der Kreisscheibe mit gewissen Koeffizienten ag, ax und by auffassen und 
das Lemma 4.3 entsprechend anwenden. 


Auf dem Weg zum Beweis der Hölder-Stetigkeit eines Minimierers X* aus dem Satz 3.3 
gelangen wir nun zu einem Ergebnis aus [51, Chap. III, Theorem 6.1]. Dieses verkniipft 
die Lemmata 4.2 und 4.3. Es kann als ein hinreichendes Kriterium fiir eine Funktion 
X € W!(G) angesehen werden, um zu prüfen, dass X die Voraussetzung (4.41) des 
Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) erfüllt. 

Im Vergleich zu [51] gehen wir hier präziser auf die Lösung der auftretenden Differen- 
tialungleichung ein. 
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Lemma 4.4 (Wachstumslemma). Es seien die Kreisscheibe B(wo, R) C R? sowie 


X: B(wo, R) > R? € W!7(B(wo, R)) mit 

D(X, B(wo, R)) = ||VXI72(B(u,2)) =: Mo < +00 
vorgelegt. Mit einer Konstante C > 1 sei zudem 

D(X, B(wo, o)) < CD(H(X, B(wo, 0)), B(wo, 0)) 


für alle 0 < o < R richtig. 
Dann gilt 


Ar 


D(X, B(wo,g)) < Mo (£) 
füro<o<R. 


Beweis. Zunächst bemerken wir für X = (X1,X2,X3)" 


3 
D(X, B(wo, 0)) = X` D(Xi, B(wo, 0)) - 


i=l 


(4.78) 


(4.79) 


Unter Verwendung des Lemmas 4.2 für jede Komponente X; erklären wir damit die 


gemäß Lemmata 2.11 und 2.12 auf [0, R] absolut stetige Funktion 
(o) := D(X, B(wo, 0)) 


3 g al, .(p)2 6% 2 lata (532 
= Son fa [H S (mr + nur: Ee hl 


& 


und beachten 


I 


2 k=1 


v'(e) = Sone fase >» (to? tho? p K leale)” + bealo”) 


Q 
für fast alle ọ € (0, R). 


) 


Mithilfe von (4.78) und der Lemmata 4.2 und 4.3 erhalten wir für fast alle o € (0, R) 


(0) < CD(H(X, B(wo, 0)), B(w, o) =o} Yt (enlo? + 54,(0)?) 


soy rY >. (akilo le) 


3 a! 2 2 (q 
seh] = 2 53 q l Lu = baal)” ) t ay, i(0)* ile?) 


Q 


beziehungsweise kurz 


P(o) <CoW'(o). 


(4.80) 
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Wir bemerken, dass W auf [0, R] schwach monoton steigend ist, da der Integrand in der 
Definition der Funktion W stets nichtnegativ ist. Insbesondere gilt dementsprechend 
V(o) = 0 für alle o € [0, go], falls Y(00) = 0 richtig ist. 

Da im Falle von V(R) = Mo = 0 somit nichts zu zeigen wäre, wollen wir Mo > 0 
annehmen. 

Wegen W(0) = 0 sowie der Monotonie und der Stetigkeit der Funktion Y gibt es ein 
00 € [0, R) mit 


U(o0) =0 für alle o € [0,00] und 
W(e)>0  füralleoe (20, R] , 


wobei der Fall ọọ = 0 keine Einschränkung darstellt. 

Für alle o € [0, 00] ist die Abschätzung (4.79) somit direkt gegeben und wir beschrän- 
ken die weiteren Betrachtungen auf das Intervall (oo, R]. 

Wir erhalten aus (4.80) 


I 


1 d 
oo < wy = ag HO) (4.81) 


für fast alle o € (00, R). 
Sei nun € € (0, R — go) beliebig gewählt. Aus (4.81) folgt dann 


R R 
A (in R In @) = lo sfa In(¥ (o) (4.82) 


für jedes de [oo + £, R]. 

Da der natürliche Logarithmus auf dem Intervall [Y (00 + £), V(R)] eine beschränkte 
erste Ableitung besitzt und daher insbesondere auch Lipschitz-stetig auf dem Intervall 
[T (00 + £), V(R)] ist, liefert uns das Lemma 2.9 die absolute Stetigkeit der Funktion 
InoW auf [oo + £, R]. Somit können wir auf das Integral der rechten Seite von (4.82) 
das Lemma 2.10 anwenden und ermitteln 


x (In R — Ing) < In(W(R)) — In(W(2)) 


beziehungsweise 


Ar 
N 


mW) < mW) ~ Zim (F) =m (we (2) 


oder auch 


va<um (E) (4.83) 


für jedes de [oo + £, R]. 
Da die Wahl von e € (0, R — oo) beliebig war, bleibt (4.83) für alle 6 € (oo, R] richtig. 
Unter Beachtung von Y(R) = D(X, B(wo, R)) = Mo und wegen V(o) = 0 für alle 
o € [0, 00] ergibt sich schließlich die gewünschte Aussage. 
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Für den Beweis der Hölder-Stetigkeit eines Minimierers X* des Satzes 3.3 wollen wir 
gemäß dem Wachstumslemma einen Vergleich von X* mit seiner harmonischen Erset- 
zung auf Kreisscheiben vornehmen. Dabei werden wir verwenden, dass es sich bei X* 
um einen Minimierer des betrachteten Funktionals Z handelt. 

Zu beachten ist jedoch, dass die Menge F, auf der wir minimieren, durch die harmo- 
nische Ersetzung nicht verlassen wird. Wir gewährleisten diesen oft vernachlässigten 
Umstand durch das folgende Lemma, welches durch [55, Theorem 3.2.2 (b)] inspiriert 
ist. 


Lemma 4.5 (Zulässigkeit harmonischer Ersetzung). Es seien G C R” ein be- 
schrünktes Gebiet sowie X,Y € W1?(G) mit X — Y € WE? (G) gegeben. 
Zu einem Lipschitz-Gebiet Go C G erklären wir durch 


Šw):= H(X, Go)(w) für we Go, 
X(w) für w € G \ Go 
die in Go harmonisch ersetzte Funktion X: 
Dann gilt X € W1?(G) sowie X —Y € Wy”(G). 
Beweis. Aufgrund von H(X,Go) — X € Wy’? (Go) existiert eine Folge {Zj}i=1,2,... mit 
Zı € C0 (Go) für jedes | € N, sodass 
Jim [Zi — (MX, Go) Olma = 0 (4.84) 


richtig ist. Indem wir Z auf G durch Zı(w) = 0 für alle w € G \ Go fortsetzen, ergibt 
sich Z; € C§°(G). Infolgedessen erhalten wir für die durch 


Z(w) := H(X,Go)(w) — X(w) für w € Go, 
0 für w € G\Go 


definierte Funktion 


im 121 = Z|ly.a(@) = jim [121 = (H(X, Go) = X)llw12(c9) = 9 


unter Verwendung von (4.84) und erkennen Z € Wu” (G) c W17(G). Wir erhalten 
daher X = X + Z € W!?(G) beziehungsweise X — X = Z € WE? (G). 

Schließlich ergibt sich X —- Y = X - X + X -Y = (X - X) + (X - Y) € Wè?’ (G), da 
Wa’? (G') ein abgeschlossener linearer Unterraum von W1?(G) ist. 


Wir verknüpfen schließlich das Wachstumslemma (Lemma 4.4) mit dem Dirichlet- 
schen Wachstumstheorem (Satz 4.5), um die Hölder-Stetigkeit eines Minimierers X* 
des Funktionals Z aus der Definition 3.2 herzuleiten. Um eine vom Satz 3.3 unab- 
hängige Aussage zu treffen, wollen wir die Voraussetzungen an die das Funktional Z 
induzierende Funktion f zunächst außer Acht lassen und stattdessen die Existenz eines 
Minimierers voraussetzen. 

Die grundlegende Idee für den Vergleich des Minimierers mit seiner harmonischen 
Ersetzung findet sich in [55, Theorem 1.10.2]. Unser Beweis stellt sich aufgrund der 
vorangegangenen Ergebnisse jedoch deutlich klarer dar. 
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Satz 4.10 (Hölder-Stetigkeit eines Minimierers). Seien G C R? ein beschränktes 
Lipschitz-Gebiet und f(w, X,p) eine Funktion f: G x R? x R3”? — R, sodass mit 
Konstanten 0 < Mı < Mə < +00 


Mı |p|? < f(w, X, p) < M2 |p|? (4.85) 


für alle (w, X, p) € G x R? x R°*? richtig ist. 
Zusätzlich seien Y € W1°(G) und F C W!?(G) die Menge aller X € W'?(G) mit 
X —Y € WẸ?’ (G) sowie 


1(X,G) = f fo, X(w), VX (w)) dw 
G 


das zu f gehörende Funktional T. 
Aus 


Z(Xo,G) = inf T(X,G) 


für ein Xo € F folgt dann Xo € C*(G) mit a = a Des Weiteren existiert eine 
Konstante C = C(a) > 0, sodass für jedes wo € G mit 09 = dist(wo, 0G) 


Kot) = Kata < © YDS) (e=) 


für alle we G mit |wo — w| < 2 gilt. 


Beweis. Aufgrund der Bedingung (4.85) und der Minimumeigenschaft von Xo gilt 
Mı D(Xo, B(w, 0)) < Z(Xo, B(w, @)) 
< T(H(Xo, B(w, 0)), B(w, e)) (4.86) 
< Mz D(H(Xo, B(w, 0)), B(w, 0)) 
ür jede Kreisscheibe B(w, 0) C G, wobei H(Xo, B(w, 0)) gemäß Definition 4.3 die har- 
monische Ersetzung von Xo in B(w, o) ist. Ware dies nicht der Fall, könnten wir Xo in 


B(w, o) durch H(Xo, B(w, 0)) ersetzen und Xo wäre unter Beachtung des Lemmas 4.5 
kein Minimierer des Funktionals Z. Insbesondere folgt aus (4.86) 


D(Xo, Blw, 0)) < TE D(H (Xo, B(w, g)), Blu. 0) (4.87) 


ür jede Kreisscheibe B(w, o) C G. 

Sei nun wo € G beliebig gewählt und gu = dist (wọ, OG). Wegen Xo € W17(G) folgt 
insbesondere auch Xo € W+?(B(wo, 00)). Aus (4.87) erhalten wir dann unter Verwen- 
dung des Wachstumslemmas (Lemma 4.4) 


Mı 


D(Xo, Blwo,0)) < D(Xo, Bl, eo) (2) PE < D(X) lal 


für 0 < ọ < oo. 
Aufgrund der beliebigen Wahl von wọ € G wird die Bedingung (4.41) der zweiten 
Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) mit a = a € (0,1) und 
M? = D( Xo, G) erfüllt. Somit können wir die zweite Version des Dirichletschen Wachs- 
tumstheorems (Satz 4.5) auf Xo anwenden und erhalten unmittelbar die gewünschte 
Aussage. 
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4.3 Stetigkeit bis zum Rand 


Wir wollen das zentrale Ergebnis des letzten Abschnitts, die Hölder-Stetigkeit eines 
Minimierers, erweitern und zeigen, dass zusätzlich Stetigkeit bis zum Rand möglich 
ist. Von entscheidender Bedeutung ist es dabei, die Menge 7 der zulässigen Elemente 
zu konkretisieren. Hierzu wird die Stetigkeit der Funktion Y € W1?(G), welche F 
klassifiziert, auf dem Rand OG gefordert. 

Wir spezialisieren unsere Untersuchung der Stetigkeit bis zum Rand auf Gebiete, die 
einer Kreisscheibe entsprechen. Dies wird erforderlich, da durch eine konforme Trans- 
formation eine Teilmenge des Randes OG auf eine Gerade abgebildet werden muss. 
Vorbereitend befassen wir uns mit einigen Aussagen im Zusammenhang mit konfor- 
men Transformationen. Wir beginnen zunächst mit der folgenden Begriffsbildung zu 
Halbkreisscheiben. 


Definition 4.4 (Halbkreisscheibe). Zu einer Kreisscheibe B(wo, R) C R? und ei- 
nem zugehörigen Randpunkt ® € OB(wo, R) bezeichnen wir mit 


B(wo, R, ô) := {w € B(wo, R) : (® — wo, w — wo) > 0} 
die Halbkreisscheibe von B(wo, R) mit Pol ô. 


Das folgende Lemma ist inspiriert durch die Möbiustransformation, die die Einheits- 
kreisscheibe in C auf die obere Halbebene abbildet. Da diese allerdings nicht die später 
benötigte gleichmäßige Lipschitz-Stetigkeit auf der kompletten Kreisscheibe gewähr- 
eisten kann, wollen wir eine Lokalisierung vornehmen. Wir bilden lediglich eine Teil- 
menge der Kreisscheibe konform und insbesondere gleichmäßig Lipschitz-stetig auf 
eine Teilmenge der oberen Halbebene ab. Wichtig ist dabei, dass die Punkte des Halb- 
kreisrings w € 9B(wo, R, Ô) mit |w — wo| = R auf eine Gerade abgebildet werden. Es 
olgt sogar, dass jede beliebige Halbkreisscheibe derart auf die oberen Einheitshalb- 
kreisscheibe abgebildet werden kann. 


Lemma 4.6 (Halbkreis-Transformation). Es existiert eine bijektive Transforma- 
tion K: B(wo, R, ô) > B(0,1,(0,1)) derart, dass 
i) K({w € OB(wo, R) : (ô — wo, w — wo) > 0}) = {(u,v) € B(0,1) : v = 0}, 
#) K({w € Bluo,B) : (0 — wow - wo) = 0}) = {(u,0) € 8B(0,1) : v > 0}, 
iii) K € CH (B(wo, R, ô)) sowie K€ C!(B(0,1,(0,1))) richtig sind, 
iv) K: B(wo, R,®) > B(0,1,(0,1)) konform ist und 
v) K Kreisscheiben in B(wo, R, Ô) auf Kreisscheiben in B(0,1,(0,1)) abbildet. 


Beweis. Zunächst bemerken wir, dass Translationen und Drehstreckungen und ihre je- 
weiligen Umkehrabbildungen zur Klasse C!(R?) gehören. Außerdem sind sie konform 
und bilden Kreisscheiben auf Kreisscheiben ab. 

Da stets eine Abbildung Kg existiert, die aus einer Translation und einer anschlie- 
Benden Drehstreckung besteht, B(wo, R, ö) bijektiv auf Ê(0, 1, (—1,0)) abbildet sowie 
Ko({w € OB(wo, R) : (ù — wo, w — wo) > 0}) = {w € OB(O,1) : ((-1,0),w) > 0}) 
und Ko({w € B(wo, R) : (ô — wo, w — wo) = 0}) = {w € B(0,1) : ((-1,0),w) = 0} 
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erfüllt, beschränken wir uns auf den Fall, dass B(wo, R, ©) = B(0,1,(—1,0)) gilt. Ha- 


ben wir nämlich eine entsprechende Abbildung K: B(0,1,(-1,0)) > B(0,1,(0,1)) 
gefunden, ergibt sich der allgemeine Fall durch die Verkettung K o Ko. 


Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die natürliche Korrespondenz von R? und C, 
wobei wir einen Punkt w = (u,v) € R? auch als komplexe Zahl w = ut+iv € C 
auffassen und umgekehrt. Wir wählen die Möbiustransformation K, welche die Ein- 
heitskreisscheibe auf die obere Halbebene abbildet und durch 


K(-1)=0, K(i)=-1 sowie K(-i)=1 


eindeutig bestimmt ist. Diese wird durch 


K(w) = l i (4.88) 


gegeben. Wir beachten, dass K die Menge C \ {1} bijektiv auf C \ {—i} abbildet und 
als Möbiustransformation eine holomorphe Funktion auf C \ {1} ist. Zudem ist die 
Umkehrabbildung K~1: C \ {—i} > C \ {1} ebenfalls eine Möbiustransformation, die 
auf ihrem Definitionsbereich auch holomorph ist. Diese wird gemäß 


sl 
Ku) = 2 (4.89) 
für alle we C \ {-i} erklärt. 
Ausgehend von (4.88) ermitteln wir 
iw+i _‚l1+w_.(l+w)(1-% .l+w-W- uw 
'A-v)A-W) 1- w- U+ 
14 2iv — u? — v? 
‘Tutte 
BE —2v fk 1 — u? — v? 
(u= 1) +02 ` DOETE 


—w+1 een 


für w=u+ive C \ {1} und gelangen so zur entsprechenden reellen Transformation 


—2v 1—wu? —v’? 
K(u v) = (z 1)? +02’ (w—1)?4 =) 


für (u,v) € R? \ {(1,0)}. Aus der Konstruktion folgt, dass K die Menge R? \ {(1,0)} 
bijektiv auf R? \ {(0,—1)} abbildet. 
Aufgrund der Holomorphie von K auf C \ {1} gehören ReK und ImK zur Klasse 
C!(R? \ {(1,0)}) und die Funktion K insbesondere zur Klasse C!(B(0, 1, (—1,0))). 
Wir berechnen 
(—2v)? + (1 — u? — v7)? = 40? + (1 — u)? - (1 — u?) + ot 
= (1+u)’(1- u)? + 2w? (1+ u?) +04 (4.90) 


= (1 +u)? (1 — u)? + w? (1 — u)? + 40u + v* 


für (u,v) € B(0,1,(-1,0)). 
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Wegen (u,v) € B(0,1,(-1,0)) folgt —1 < u < 0 oder auch 0 < u+1 < 1 sowie 
u—1 < —1, woraus wir wiederum |u + 1| < |u — 1| und (1 + u)? < (1 — u)? schließen. 
Aus (4.90) erhalten wir damit 
(—2v)? + (1 -= u? — 02)? < (1 — u)? + 2w?(1 — u)? + 04 + 4020 
= ((u— 1)? +0”)? + 4u 


< ((u-1)? +0)? 


für (u,v) € B(0,1,(-1,0)). Dementsprechend gilt 


(-2v)? (1 — u? — v?)? 
(Cie 2a)? i D2 o) 


|K(u, v)|? = <1 


für (u,v) € B(0,1,(-1,0)). Da zudem 
1-2 -v >0 


für (u,v) € Bo, 1,(-1,0)) C B(0, 1) richtig ist, ergibt sich K(u,v) € B(0,1,(0,1)) für 
jedes (u,v) € B(0,1,(-1,0)). Es gilt also K(B(0,1,(-1,0))) c BO,1, (0,1). 
Um einzusehen, dass die Transformation K die Menge B(0,1,(-1,0)) bijektiv auf 
B(0,1,(0,1)) abbildet, nutzen wir die Umkehrabbildung K~+ und bestimmen auf der 
Grundlage dieser zunächst K+. Aus (4.89) berechnen wir 

w-i (w-i)@-i) ww-iw+w)-1 

w+i (w+)@w-i) ww-iw-w)+1 
u? +v? — 2iu— 1 u? +v? -1 ot —2u 
w+te+Qt+l u] (v+1)2 ' “w+ (utile 


fir w = u + iv € C \ {—i} und erhalten mit 


uw +07 — —2u 
K! (u,v) = | : 


u2 


+ 


(v +1)?’ u? + (v+ 1)? 


für (u,v) € R? \{(0, —1)} die Umkehrabbildung K~'. Da K} holomorph auf C \ {—i} 
ist, gehören Re K7! und ImK~? zur Klasse C1(R? \ {(0, -1)}). Infolgedessen gilt auch 
K+ €C'(B0,1,(0,1)). | : 

Wir zeigen nun K~*(u,v) € B(0,1,(-1,0)) für (u,v) € B(O,1, (0,1). Dazu berechnen 
wir für alle (u, v) € B(0,1,(0,1)) 


(u? ' v2 1)? ' ( 2u)? = vt (u? 1)? 2? (u? 1) ' 4u? 
=v +u + 2u? 414 2v?(v? - 1) 


= vt + (u? +1)? + w? (u? - 1) 


und schließen unter Beachtung von u? — 1 < u? +1 und v > 0 
(u? + v? — 1)? + (—2u)? < vt + (u? +1)? +20? (u? +1) 
= (v? + (u? + 1))? 
< (u + + 2041)? = (u? + w1). 
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Somit ergibt sich 


2 (w+o®—1)2 (mu) 
2 


"Ol =a we? G+ +I? 


<1 


für alle (u,v) € B(0,1, (0, 1)). Da gleichzeitig u? +v? —1 < 0 aus (u,v) € Ê(0, 1, (0, 1)) 
folgt, erhalten wir K7!(u,v) € B(0,1,(—1,0)) für jedes (u,v) € B(0,1,(0,1)), das 
heißt K-1(B(0,1,(0,1))) c B(0,1,(—1,0)). Zu jedem Punkt (u,v) € B(0,1, (0, 1)) 
existiert mit (uo, vo) = K7} (u, v) € B(0,1,(-1,0)) demnach also ein Punkt, sodass 
K(uo, vo) = K(K-1(u, v)) = (u, v) gilt. 
Indem wir uns erinnern, dass K(B(0,1,(—1,0))) c Ê(0, 1, (0, 1)) richtig ist, schließen 
wir insgesamt 


K(Ê(0,1,(—1,0))) = Ê(0,1, (0, 1)) . 4.91 


Da K: R?\{(1,0)} — R?\{(0, —1)} entsprechend der Konstruktion bijektiv und somit 
auch injektiv ist, ergibt sich die Bijektivitat von K: B(0,1,(—1,0)) > B(0,1, (0,1) 
unter Verwendung von (4.91). 


Um die Eigenschaft i) zu zeigen, bemerken wir, dass sich jedes w = (u,v) € 9B(0,1 
mit —u = ((—1,0), w) > 0 beziehungsweise u < 0 eineindeutig mit einem p € [}, 3% 
durch w = (u,v) = (cosy, sin y) darstellen lässt. 


Dementsprechend betrachten wir 


. —2sin yp 1 — cos? y — sin? p 
K =K = ; 
(u v) Ran) (= p— 1)? +sin? p’ (cosy — 1)? + sin? y 


= ( —2sin y 0) 
(cos p — 1)? + sin? ọ ° 


und bemerken fiir die erste Komponente 


—2sin y n —2siny _ —2sing 
(cosp—1)2+sin?y cos?p~—2cosp+1+sin?y 2-2cosp 
sinp tn ea 
1—cosy 2 


nm 30 


für jedes pe 3,2 
Da der Kotangens auf dem Intervall [7, =] eine streng monoton fallende und stetige 
Funktion mit 


ist, erhalten wir mittels 
£ 
> — cot = 
f 2 


eine bijektive Abbildung des Intervalls [3,34] auf das Intervall [—1, 1]. Infolgedessen 
ergibt sich K({w € OB(0,1) : ((—1,0),w) > 0}) = {(u,v) € B(0,1) : v = 0}, was der 


Eigenschaft i) entspricht. 
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Wir kommen zur Eigenschaft ii). Dafür wählen wir einen Punkt w = (u,v) € B(0,1) 
mit —u = ((-1,0),w) = 0. Es gilt also w = (0, v) mit v € [—1,1]. Insbesondere finden 
wir zu jedem v € [-1,1] genau ein 9 € [0,7], sodass v = — cos ¥ gilt. Damit berechnen 


wir 


2cos 0 1 — cos? 0 
KO u) to Oi essa) = er en) 


für jedes V € [0, 7]. 


Wir beachten 1—cos? 0 > 0 für alle V € [0, 7], woraus folgt, dass die zweite Komponente 
für alle V € [0,7] nichtnegativ ist. Die erste Komponente ist eine auf [0,7] stetige 


Funktion, die wegen 


d 2 cos V —2sin V (1 + cos? V) — 2 cos 0 (— sin V) 2 cos d 
dv (Gan) = (1 + cos? 9)? 
—2sin V — 2sin® cos? V + 4sin d cos? v 
= (1 + cos? 0)? 
—2sin V + 2sin V cos?)  2sind (cos? V — 1) 
(1 + cos? d)? u (1 + cos? d)? 


<0 


für alle V € (0,7) zudem streng monoton fallend auf dem Intervall (0, 7) ist. 
Des Weiteren gilt 


o<(l cos 9)? =1 2cos V + cos? 7 


und dementsprechend auch 


2cos v0 
— < 
1 + cos? 3 7 


für alle V € [0, r], wobei Gleichheit nur für d = 0 eintritt. Analog schließen wir 


2 cos 


Ber >] 
1 + cos2 9 7 


aus 


0 < (1 + cos V)? = 1 + 2 cos V + cos? V 


für alle V € [0, r], wobei Gleichheit hier lediglich für 0 = 7 richtig ist. 
Zusätzlich berechnen wir 


2cos3 \? 1 — cos? 0 ? 
ZU, 1 
el AS) (FS) 


o 4cos? Y + 1 — 2 cos? Y + cost J 
(1 + cos? 9)? 
o (1+ cos? 9)? i 
(1 + cos? 9)? 


für jedes V € [0, 7]. 
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Zusammenfassend ergibt sich, dass jeder Punkt w = (0,v) mit v € [—1,1] durch K 
eineindeutig auf einen Punkt der Einheitskreislinie mit nichtnegativer zweiter Kom- 
ponente abgebildet wird, das heißt 


K({w € B(0,1) : ((-1,0),w) = 0}) = {(u,v) € B(0,1) : v > 0}. 


Somit ist die Eigenschaft ii) ebenfalls erfüllt. 


Den Herleitungen der Eigenschaften i) und ii) entnehmen wir insbesondere, dass K den 
Rand 3B(0,1,(-1,0)) bijektiv auf den Rand 3Ê(0, 1, (0, 1)) abbildet. Infolgedessen ist 
K: Ê(0, 1, (—1,0)) > BOO, 1,(0,1)) unter Berücksichtigung der vorangegangenen Er- 
kenntnisse eine bijektive Transformation. 

Da K € C!(B(0,1,(-1,0))) und K-! € C!(B(0,1,(0,1))) mithilfe der zugrundelie- 
genden Möbiustransformationen bereits gezeigt wurde, erhalten wir unmittelbar die 
Eigenschaft iii). 
Unter Berücksichtigung der Tatsache, dass eine Möbiustransformation stets konform 
ist, vererbt sich dies von K auf K. Demnach ist auch die Eigenschaft iv) gewährleistet. 


Es verbleibt, die Eigenschaft v) zu beweisen. Dafür ziehen wir uns zunächst auf die 
komplexwertige Darstellung zurück und betrachten eine beliebige Kreisscheibe mit 
dem Mittelpunkt co = ĉo +im € B(0,1,(-1,0)) und dem Radius ọ > 0, sodass 
B(co, 0) C B(0,1,(-1,0)) richtig ist. Demnach gilt 


Jw — Col? Lo 


beziehungsweise 


(w = Co) (w = Go) = lwl? - wo - T Go + Kol? 
= |w|? — 2Re(w) + Kol? < 2? 


(4.92) 


für alle w € B(Co, 0). Zu jedem w € Boo, o) gibt es gemäß der vorangegangenen Ar- 
gumentation genau ein z = K(w) € K(B((o,0)) C B(0,1,(0,1)). Umgekehrt erhalten 
wir für jedes w € B(Co, o) genau ein ze K(B(Co, @)) mit 


= z-i 
= KHz) = 
= (2) z+i 
Indem wir zo := K(¢o) setzen, folgt 
Den zo 1 
=K7} = 
60 (2 ) 20 + i 
Wir berechnen damit 
— _ 2-i2Hti 
wom ini 
220 t+iz-i20+1 
zn —iz+iz+1 
220 +1+il2-%) 220 +1+i(Z — 2) (4.93) 
zzo +1-ilz-H) Zz +1+ilz- 2%) 


_ lmt? +ilem+ I-20) + G+ De-)]- [2-7 


[2% + 1]? + i[(2% + 1)@ — 20) - (Z zo + 1)(2-@)] + |z - Zol 
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und bemerken 


(zzo + 1)(Z - 20) + (Z zo + 1)(z — zo) = 2 Re( (z zo + 1)(Z — zo)) E R (4.94) 


(22 + 1)(Z—- 20) — (Z zo + 1)(z — z) = 2i Im((z æ + 1)(Z — 2)) 
= 2i Im(|z| z — | z + Z— 20) 


= —2i (( z|? + 1) Im(zo) + (|zo|? + 1) Im(z)) ; 


(4.95) 


Dementsprechend schließen wir aus (4.93) 


[zm +1) -|z -75° 
1225 + 11° + |z- 201° + 2 (lz? + 1) Im(20) + (201? + 1) Im(2)) 


Re(w Ço) = (4.96) 


unter Verwendung von (4.94) und (4.95). 
Wir wollen den Zähler und den Nenner in (4.96) zunächst getrennt untersuchen und 
bemerken dafür 


225 +1]? = |z|? Jeol? + 2Re(z2) +1 
sowie 

|z — z|? = 2? — 2Re(z20) + |z0l” . 
Fur den Zahler ergibt sich damit 


|e +1? - |z - 5 = |z}? lz]? + 2Re(2%) + 1- |z? + 2Re(z 20) - 120]? 
= (lz? - 1) (zol? — 1) + 2Re(z(20 + ©) 
= (Je? — 1)(|z0l? — 1) + 4Re(2) Re(20) . 


Unter Beriicksichtigung von 


Re(z zo) — Re(z zo) = Re(—z (zo — %)) = Re(—2iz Im(20)) = 2Im(20) Re(-iz) 
= 2Im(zo) Im(z) 


ermitteln wir fiir den Nenner 


225 + 1? + |z - 201? +2 (lel? + 1) Im(20) + (20)? + 1) Im(2)) 
= (|z|? + 1)(\zol” + 1) + 4Im(20) Im(z) 
+ 2 (lz? + 1) Im(z0) + ({z0l? + 1) Im(z)) 
* +2 Im(2) + 1)(\z0| + 1) 
2(|z|? + 2Im(z) + 1) Im(2o) 
= (|z|? + 2Im(z) + 1)(|z0|” + 2Im(20) + 1) 


= |z + il [zo +i)? . 


4.3 Stetigkeit bis zum Rand 91 


Infolgedessen ergibt sich 


_ (lz? = DU]? — 1) + 4 Re(z) Re(20) _ 


Re(w Co 
(wo) [z+ il? lz + il? 


Für die Kreisgleichung (4.92) erhalten wir somit 


-|2 2 2 «1/2 
|z—i „(el — 1)(|z0|" — 1) + 4Re(z) Re(zo) [20 — il Be 
lz +i]? Jz + il? [zæ + il? [z + il? 


beziehungsweise 


0 > |z = il? [zo + il? — 2 (lz? — 1)(lz0l” — 1) — 8Re(z) Re(zo) 
2 


(4.97) 


+ æo - il? [z + 1? — 2? |z + il? [20 + il 


für jedes z € K(B(o, 0)). 
Wegen |z — i|? = |z|? — 2Im(z) + 1 und |z + il? = |z|? + 2Im(z) + 1 entspricht (4.97) 


0> (lz +il? — 2 |æ]? + 2 + 20 - il? — 0 Izo + il?) 121? 


— 8 Re(zo) Re(z) 4 ( 2|zo + il? + 2|z0 - il? — 20° |zo + i?) Im(z) (4.98) 


2 


+ [zo +i]? + 2 |zo|” — 2 + |z0 - il? — 2 |20 + il 


für jedes z € K(B(G, @)). 
Indem wir mit |zo — i]? = |zo|? — 2Im(20) +1 und |zo + il? = |zo|? + 2Im(z0) +1 


lz +i]? - 2120 +2 + |z - il? =4 


und 


2|zo +i? + 2]20 — il? = —8 Im(z0) 


sowie 


|zo + il? + 2 |zo|? — 2+ [zo - il? = 4 |20]? 
berechnen, erscheint (4.98) äquivalent zu 
0 > (4- 0120 +i?) 121? 
— 8 Re(z0) Re(z) + (-8 Im(20) — 20? |20 + il?) Im(z) (4.99) 


+ 4201? — 0° 20 + il? 


für jedes z € K(B(G, @)). N 
Unter Beachtung von 0 < |zo + i] < 2 für zo € B(0,1,(0,1)) sowie o < 1 folgt 


o |z +i? < |z til? <4 
beziehungsweise 


4- o |z +i)? >0 
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und dementsprechend folgt aus (4.99) 


— —81 20° il? 
0> [22 ee = 20" a0 HT ance) 
4— o? |zo + il 4— o? |zo + il 
9 5 (4.100) 
‚ta — 2 |z + il 
4- |z + il” 
für jedes z € K(B(o, 0)). 
Wir setzen nun 
4R 4I 2 i? 429 +io? il? 
sem AR) emo) +o +P te (on 
4— o? |z + i| 4-9? |zo + i| 4— 9? |zo + il 
und ermitteln 
zoal |zo|” + 80? |zo + il? Im(z0) + 0? [zo + ilf 
cl" = - A 
(4- 02 |zo + i)? 
Unter Beachtung von 
4 |zo|”— o |20 +i]? _ (41201? — 2 120 + iP) (4 — 0? 120 + il?) 
4- è |z + il” (4-0? |zo + il’)? 
_ 16 |zo|” + o |zo + il? — 40? [zo + il? (lol? +1) 
(4 02 |z + il’)? 
berechnen wir daher 
aP- loti yo _ te leo + Iso? + 2tm(20) +1) 
Ag? il? 4— 02 le +il?)2 
oo + il Gaal HP) nee 
40° |20 + il 
(4-0? |zo + iJ")? 
Zusatzlich bemerken wir 
|z — ze = |z|? — 2Re(zz@) + |zo|? 
= |z|? — 2Re(zc) Re(z) — 2Im(zc) Im(z) + |zc]? 
beziehungsweise 
—8 Re(z 8 Im(z 20? |zo + il” 
ee N ea) 
4—@*|z + il 4— o° |zo + il 


unter Verwendung von (4.101). Mit (4.102) ergibt sich daraus, dass (4.100) äquivalent 
zu 


i? 40? |zo + il? 


0>lz-z 
peel oy AP 
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beziehungsweise 
20|z0 + il? 
|z — zc| < 2 72 
4 — o? |z + il 
für jedes z € K(B(Co, g)) ist. 
Wir berechnen noch 
. 4zætiglzo+il? _ i 
c-1 zc—1 4-02]z0+il> 
K (zc) = Fa 212 142 
zc +i 4zo+io?|zo+il +i 
4-0? |z0+il 


420 + io? |zo + il? - i(4 - o |z + il?) 


4zo + 102 |zo + il? + i(4 — 02 |z + il?) 
4z- 4i  2ig? |z +i)? 

Anti Anti 

1 ig? |zo + il? 

2 Hi 


und bemerken 


9 2/2 
5 2 ln = 5 e | +i] <0 <e 
wegen |zo + i] < 2 und 0 < @ < 1. Demnach folgt K~'(zc) € B(, 0). 
Indem wir das < in (4.92) durch ein > ersetzen, ergibt sich analog zur vorangegangenen 
Argumentation |K(w) — zc| > ö für jedes Č € B(0,1,(—1,0)) \ B(Co, 0). 
Insgesamt schließen wir so K(B((0,0)) = Blzc, 8) < B(0,1,(0,1)), womit auch die 
Eigenschaft v) bewiesen ist. 


Bemerkung 4.8. Die Richtigkeit der Eigenschaft v) im Lemma 4.6 kann auch direkt aus 
der Kreistreue von Möbiustransformationen gewonnen werden. Wir entnehmen dem 
hier explizit ausgeführten Beweis der Eigenschaft v) aber, dass konzentrische Kreis- 
scheiben in B(wo, R, ô) unter der Transformation K: B(wo, R, ®) > B(0,1,(0,1)) im 
Allgemeinen nicht auf konzentrische Kreisscheiben in B(0,1, (0, 1)) abgebildet werden. 


Wir wollen nun auf zwei bekanntere Ergebnisse im Zusammenhang mit konformen 
Transformationen eingehen. Zunächst wollen wir sehen, dass eine harmonische Funk- 
tion bei konformer Transformation der unabhängigen Variablen harmonisch bleibt. 
Dies wird später wichtig, um zu erkennen, dass die harmonische Ersetzung unter einer 
konformen Transformation die Eigenschaft harmonisch zu sein behält. Wir notieren 
daher das folgende Lemma. 


Lemma 4.7. Es seien G, G C R? Gebiete und g: G > R eine harmonische Funktion. 
Zusätzlich sei K: G => G eine konforme Abbildung. 7 
Dann ist die Funktion g := go K: G —> R harmonisch in G. 


Beweis. Es seien (u,v) € G und (0,0) € G mit (u(ŭ, č), v(ŭ, ©)) = K(ü,ö) gegeben. 
Wir berechnen dann 
Iglu, ©) 


Ou 


= gu(K(%,5)) ICH) + gy(K(a, 8) Na, 3) 
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und 


Iglu, ©) 
oð 


= gu(K(ü,0)) ŽE (E, 0) + (KC, 8) 2 (G8) 


mithilfe der Kettenregel. 
Infolgedessen ergeben sich 


FED gak) (Lei) + amt) (em) (Zaa) 
+ aKa) 30,0) 
+ salka) (Za) (Za) +a) (Za) 
+ 0.800, 8) 22 (G9) 
beziehungsweise 
FED _ 03) (LE) + 9atK(a.a)) (Za) 
+ 0005, 0)) m) + 90(K 7) Sela, (4.103) 
+2go(K (0) (Fe(@,0)) (Faa) 
und analog 
FED _ 6,40.) (29) + uea (a) 
+ 9u(K(ü, 6) io) + o(a) a, ö) (4.104) 
+ 29(Klü,0) (920,9) (Baa) 
für (0,0) € G. 


Da die Abbildung K: G > G konform ist, erfüllen die Funktionen u und v dement- 
sprechend das Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssystem, das heißt 


Ou, . OV). . a5 
Ja Č db) = zË” und z Č õ) = ga 8) 


für alle (ü,0) € G. Insbesondere sind u und v harmonische Funktionen in G. 


4.3 Stetigkeit bis zum Rand 95 


Somit erhalten wir aus (4.103) und (4.104) 
PIa) Paa _ AREE NR E A 
I gatet) (Fa) + (Eaa) 


Appi) (Ze ») =p (Zaa) 
BELO OR Aulü, ö) + g(K(ü, č) Av(ü, ë) 


+ 2ouv( (aa) (a0) (Za) 


=0 


für alle (0,0) € G, wobei wir zusätzlich die Voraussetzung verwenden, dass g in G 
harmonisch ist. Demnach ist auch 9 harmonisch in G. 


Wir kommen zu einem Satz, der sich beispielsweise in [10, Chap. I, Theorem 1.1 
findet. Dieser stellt eine fundamentale Aussage für die Variationsrechnung und insbe- 
sondere für die Theorie der Minimalflächen dar. Es sei angemerkt, dass wir den Satz 
im Unterschied zu [10] für Funktionen aus dem Sobolev-Raum zeigen. 


Satz 4.11 (Konforme Invarianz des Dirichlet-Integrals). Es seien G,G C R? 
Gebiete und ge W!°(G,R). Zudem sei K:G > G mit K(ü,ö) = (u(ü, 5), v(ü,ö)) 
eine konforme Abbildung, sodass K und K-t! auf Č beziehungsweise G gleichmäßig 
Lipschitz-stetig sind. 

Dann gilt für g(a, 0) := g(K(ü,0)) die Transformationsformel 


019,0) = f gluv) + luv) dudv = f 330,0) + 93(0,0)düdd = DGG) . 


G G 


Beweis. Es bezeichne 


Ou, Ou, _ 

np 0 
IB) = Ov Ov 

ga Č”) g Ë”) 


die Jacobi-Matrix von K im Punkt (ù, 6) € G. 
Mithilfe des Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungssystems, das heißt 


ðu _ WW, OU X. OU PS 5 
Ja Č b) = 75 und z Č õ) = Ja 4,0), 
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erhalten wir die zugehörige Funktionaldeterminante als 


det JK(ü, č) = 9 ao) oa i) 4 (ii, 5) 9 an) 
Ou 2 Ou 2 
— (5 (a, 0) & (ü, a) (4.105) 


Mithilfe des Satzes 4.6 ergibt sich 


Ga(%, Č) = gulu(ŭ, 0), v(t, 0)) ei Ù) + lulù, 0), v(%, 0)) (a0) F 


Gold, 0) = gu(u(d,0), 0(@,0)) SE (E,D + golul, 0), olt, 8) SE (a, a) 


und unter zusätzlicher Verwendung des Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungs- 


systems 
os a = ( ae ( N ( ay ( a 
Ja T Gs Gu du T | Qu aa T | gu an T | gu aa 
9 du)?  (du\?\ fN? (æy? 
“ (5) | (3) a (3) | (5) 
für fast alle (ù, č) € G, wobei wir hier aus Gründen der Übersichtlichkeit die Argu- 


mente unterdrücken. 
Mit (4.105) gelangen wir zu 


320,0) + (di, 0) = (92(u(R,0), v(a, 8)) + 92(u(ü, 0), w(@, ))) det (a, 6) 


für fast alle (0,0) € G. 
Der Transformationssatz aus [46, Corollary 8.23] liefert uns mithilfe der letzten Iden- 
tität schließlich 


Fokus») + oluv) dudo 
G 


= / (gi (u(t, 0), v(ü, ö)) + 9 (u(ü, 8), v(ü,ö))) det JK(ü,ö) didi 


G 
= | RD) + ta, 0)duao . 
G 


Dies entspricht der gesuchten Behauptung. 


Schließlich sind wir in der Lage, die Stetigkeit bis zum Rand für einen Minimierer 
eines Funktionals gemäß Definition 3.2 zu beweisen. Dafür orientieren wir uns an dem 
Beweis zu [36, Lemma 3] beziehungsweise [16, Chap. 4.7, Theorem 4]. Wir weichen 
dabei allerdings entscheidend von einer in [36] und [16] gemachten Voraussetzung ab, 
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die der Bedingung (4.41) aus der zweiten Version des Dirichletschen Wachstumstheo- 
rems (Satz 4.5) entspricht. Unter Berticksichtigung der Bemerkung 4.8 wird in [36] 
und [16] nicht klar, dass eine konform transformierte Funktion ebenfalls eine Bedin- 
gung der Form (4.41) erfüllt, da eine Schar konzentrischer Kreise durch eine konforme 
Abbildung im Allgemeinen nicht auf eine Schar konzentrischer Kreise abgebildet wird. 
Insbesondere kommt es zu einer Verzerrung der Mittelpunkte. 

Indem wir eine Bedingung aus [51, Chap. III, Theorem 6.2] nutzen, die mit (4.78) 
aus dem Wachstumslemma (Lemma 4.4) übereinstimmt, umgehen wir diese Proble- 
matik. Ausgehend von (4.78) transformieren wir die Funktion erst konform und leiten 
anschließend die Bedingung (4.41) für die transformierte Funktion mithilfe des Wachs- 
tumslemmas her. 


Satz 4.12. Sei X € W!?(B(wo, R)) mit g := Tr[X] € C(OB(wo, R)) gegeben, sodass 
mit einer Konstante a € (0,1) 


D(X, B(w, 0)) < + D(H(X, B(w, 0)), Blw, 0)) (4.106) 


für alle B(w, 0) C B(wo, R) gilt. 
Dann folgt X € W'?(B(wo, R)) 0 C(B(wo, R)). 


Beweis. Indem wir die Argumentation ab der Gleichung (4.87) im Beweis des Sat- 
zes 4.10 aufgreifen, schließen wir zunächst X € C(B(wo, R)) aus der Voraussetzung 
(4.106) auf der Grundlage des Wachstumslemmas (Lemma 4.4) und der zweiten Ver- 
sion des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5). 

Sei ô € OB(wo, R) ein beliebiger Randpunkt. Dann gibt es gemäß Lemma 4.6 eine 
bijektive Transformation K: B(wo, R,®) — B(0,1,(0,1)) mit den dort aufgeführten 
Eigenschaften. 

Insbesondere folgern wir X := X o K7! € W!?(B(0, 1, (0, 1))) aufgrund des Satzes 4.6 
und ĝ := g o K7! € C([-1,1]). Mit Q := {w = (u,v) ER? : ul < 5,0 < v < $} gilt 
demnach auch X € W®?(Q), wobei wir Q c Ê(0,1, (0, 1)) beachten. 

Indem wir X € C(Q U ((—4, +) x {0})) zeigen, erhalten wir die gewünschte Aussage 
für X. Wegen K(Q) C B(wo, R, Ô) sowie X € C(B(wo, R)) ergibt sich unmittelbar 
X €C(Q). 

Wir betrachten eine beliebige Kreisscheibe B(w, 0) C B(wo, R, ®). Aufgrund des Lem- 
mas 4.7 folgt unter Beachtung des Satzes 4.6, dass 


H(X, K(B(w, 0))) = H(X, B(w, 0)) o KT" 


gemäß Definition 4.3 die harmonische Ersetzung von X in K(B(w, g)) ist, die auf dem 
Rand 0K(B(w, 0)) mit X im Sinne der L?-Norm übereinstimmt. 

Unter Beachtung der Invarianz des Dirichlet-Integrals unter konformen Abbildungen 
(Satz 4.11) erhalten wir zusätzlich 


D(X, B(w, 0)) = D(X, K(B(w, 0))) 


D(H(X, B(w, 0)), B(w, 0)) = D(H(X, K(B(w, 0))),K(B(w, 0))) 
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und dementsprechend wegen (4.106) 


D(X, K(B(w, 0))) = D(X, B(w, 0)) < L DMX, B(w, 0)), B(w, 0)) 


* DIH(R,KB(w, 0))), K(Blw, 0) 


für B(w, 0) C B(wo, R, ê). 
Da K: B(wo, R,®) > B(0,1,(0,1)) konform ist und somit jeder Kreis in B(wo, R, ô) 
zu genau einem Kreis in B(0, 1, (0, 1)) korrespondiert, ergibt sich 


D(X, B(w,r)) < * D(H(X, Bia,r)), Bor) (4.107) 


für alle B(w,r) c B(0, 1, (0, 1). 
Es sei nun (u,h) € R? mit |u| < 4 und 0 < h < + beliebig gewählt. Zusätzlich 
betrachten wir das Quadrat (u — h, u + h) x (0,2h) C Q c B(0,1,(0,1)) und erklären 


die Größe 


uth 2h 3 
Kuh Jr or aan 
u—h 0 


Offensichtlich gilt die Bedingung (4.107) für alle B(ö,r) C (u— h, u+ h) x (0,2h) und 
es ist X € W!?((u—h,u +h) x (0,2h)) richtig. 

Nochmals nutzen wir die Argumentation ab der Gleichung (4.87) im Beweis des Sat- 
zes 4.10 und erhalten damit auf der Grundlage des Wachstumslemmas (Lemma 4.4) 
und der zweiten Version des Dirichletschen Wachstumstheorems (Satz 4.5) 


|X(u,h) — X(u,h)| < Cô(X,u,h) (=) : (4.108) 


für alle uy € [u — hu + ae Dabei ist C > 0 eine Konstante, die von u, uy und h 
unabhängig ist. Zudem haben wir dist((u, h), O((w—h, u+h) x (0,2h))) = h verwendet. 
Wegen |u — ui| < 4 schließen wir aus (4.108) insbesondere auch 


(Š (u, se Oe ene are, (5) ? AR uh) (4.109) 


mit einer entsprechenden Konstante Č. 
Außerdem finden wir ein uz € [-4, 4] mit |u — ua| < 4, sodass 


i) X(u2,:) € Wt((0, 5)) auf der Grundlage des Satzes von Fubini entsprechend 
[61, Kap. VIII, §7, Satz 2] gilt, 


ii) X(ug,-) absolut stetig in (0, $) gemäß [46, Theorem 10.35] ist und 


ii) X(ua,v) > ĝ(u2) für v > 0+ unter der Berücksichtigung der Ausführungen in 
[50, Abschnitt 7, insbesondere Theorem 7.3] richtig ist. 
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Gleichzeitig können wir dabei unter Beachtung des Satzes von Fubini einen Mittel- 
wertsatz für Lebesgue-Integrale aus [47, Theorem 3.1] nutzen und 


uth h 
A fos (uz, ô)|2dô < J [I (à, ô)|?dôdû 
_A 
2 
annehmen, woraus insbesondere 
ı 
h [Run Po < [5(&,u,h)]? (4.110) 

0 


folgt. Aus ii) und iii) erhalten wir mithilfe der Lemmata 2.10 und 2.12 zusatzlich 
h 
X (u2, h) — ġ(u2) = [x (ua, 6 
0 


und schließen damit aufgrund von (4.110) 


h 2 
0 0 
< 6(X, u, h) 


unter Verwendung von i), des Lemmas 2.6 und der Hölderschen Ungleichung. 
Speziell gilt für ein derartiges ug € [-4, 1 mit |u — u2| < a stets auch die Abschätzung 
(4.109). Wir erklären noch die Größe 


<(9, h) := sup {|g(ur) — Glua)| : u1, u2 € [-1,1], Jur — u2| < h} 


und bemerken unmittelbar 


(9, hı) < s(ĝ, ha) (4.112) 


für 0 < hy < ho. 
Es sei nun ug € (-4, +) beliebig. Zu einem vorgegebenen € > 0 können wir aufgrund 
der gleichmäßigen Stetigkeit von g auf [-1,1] zunächst ein he (0, 4) wählen, sodass 


s(3,h) < 5 (4.113) 
gilt. Des Weiteren finden wir wegen X € w'"2(9) ein ho € (0, hj, sodass 
A 1 
uot+h 2ho 2 
1.6) J [vx d)Paoda] < 5 (4.114) 
oh 9 


richtig ist. 
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Zu jedem u € (—}, }) mit |u — uo] < z und jedem h € (0, ho) existiert gemäß den vor- 
angegangenen Ausführungen ein uz € I-4, 4] mit |u — us| < k, welches insbesondere 
die Bedingungen (4.109) und (4.111) erfüllt. Dementsprechend erhalten wir 


|X (u, h) — G(uo)| < |X (u, h) — X (u2, h)| + |X (u2, h) — G(uz)| 
+ |G(u2) — G(u)| + |G(u) — Guo) | 
< (1+ Č) 6(X,u,h) +5(9,h) + 6G, h) 
< (14+ C) 6(X,u,h) + 25(5, h) 


unter zusätzlicher Beachtung von (4.112). 
Infolgedessen ergibt sich 


IX (u, h) — G(uo)| < (1+ Č) 6(X, u, h) + 25(9, h) (4.115) 


für alle u € (-4,4) mit |u — uo| < i und alle h € (0, ho). 
Wegen 0 < h < ho < 2 bemerken wir zudem (u — h,u + h) C (uo — h, uo + h) für alle 


u € (uo — h uo + h) und schließen 
uo+h 2ho 2 
5(X,u,h) < f [ivxe. 0)? doda (4.116) 
o-h 0 


für |u — uo| < h und 0 < h < ho < h 
Damit erhalten wir aus (4.115) unter Verwendung von (4.116) und (4.114) sowie (4.113) 


IX (u, h) — G(uo)| < € 


für alle u € (—4, $) mit |u — uo| < 2 und alle he (0, ho). 


Aufgrund der beliebigen Wahl von uo € (-4, 4) ergibt sich die Behauptung. 


Zum Ende dieses Kapitels wollen wir die Aussagen über die Existenz eines Minimierers 
(Satz 3.3), die Hölder-Stetigkeit im Inneren (Satz 4.10) und die Stetigkeit bis zum 
Rand (Satz 4.12) miteinander verknüpfen. Als Gebiete betrachten wir hier aufgrund 
des Satzes 4.12 ausschließlich Kreisscheiben. 

Auf die Voraussetzung aus dem Satz 3.3, dass das Funktional Z für ein Element der 
zulässigen Menge F endlich ist, kann unter Beachtung der Voraussetzung (4.85) aus 
dem Satz 4.10 verzichtet werden. Aufgrund von (4.85) gilt nämlich 


T(X,G) < My D(X, G) < M2 |X |wı2.o, < +% 


mit einer Konstante Ma > 0 für jedes X € W17(G). 

Zusätzlich müssen wir dafür Sorge tragen, dass die im Satz 4.10 erklärte Menge F den 
Anforderungen des Satzes 3.3 genügt. Dies wird gewährleistet, indem wir zeigen, dass 
F schwach folgenabgeschlossen ist. 

Die im Satz 4.12 auftretende Bedingung (4.106) wird nicht explizit in den Vorausset- 
zungen des nachfolgenden Satzes erwähnt. Wie bereits im Beweis zum Satz 4.10 kann 
diese aus der Voraussetzung (4.85) abgeleitet werden. 
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Bevor wir den Satz zur Existenz eines stetigen Minimierers formulieren und beweisen, 
beachten wir noch die folgende Definition in Abgrenzung zur Menge W!4(G) nN C(G). 


Definition 4.5 (Stetige Spur). Es sei G C R™ ein beschränktes C1-Gebiet. Wir 
schreiben ge W4(G) N C(OG), sofern ge W44(G) und Tr[g] € C(OG) erfüllt sind. 
Wir bezeichnen Tr[g] in diesem Fall als die stetige Spur von ge W!4(G) auf 9G. 


Satz 4.13 (Stetiger Minimierer). Es seien B(wo,R) C R? und f(w,X,p) eine 
Funktion f: B(wo, R) x R? x R3”? > R derart gegeben, dass 


i) Mi |p|? < f(w, X,p) < Ma|pl für alle (w, X,p) € B(wo, R) x R3 x R°%? mit 
Konstanten 0 < Mı < Ma < +œ gilt, 


ii) f sowie die partiellen Ableitungen fri nach pi für j = 1,2,i = 1,2,3 stetig in 
B(wo, R) x R? x R°*? sind und 
iii) f konvex in p für alle (w, X) € B(wo, R) x R? ist. 
Zusätzlich seien Y € W1?(B(wo, R))NC(9B(wo, R)) und 


Fi= {x € W!(B(wo, R)) : X-Ye Wg? (B(wo, R))} c W!2(B(wo, R)) 
TX B(w, R)) = if Flw, X(w), VX(w)) dw 
B(wo,R) 


das zu f gehörende Funktional T. 


Dann existiert ein X* € F N C%(B(wo, R)) A C(B(wo, R)) mit a = +4 


am; sodass 


T(X*, B(wo, R)) = juf_Z(X, B(wo, R)) 


gilt. 
Des Weiteren gibt es eine Konstante Co = Cola) > 0, sodass für jedes wı € B(wo, R) 
mit 09 = dist(wi, 0B(wo, R)) 


IX*(u1) = X"(wa)] < Co YPO BR (m) ann 


für alle wz € B(wo, R) mit |wı — w2| < 9 richtig ist. 
Zudem ist die Randbedingung 


X*(w) = Tr[Y](w) (4.118) 
für alle w € OB(wo, R) erfüllt. 
Beweis. Zunächst betrachten wir die Menge F und wollen diese als schwach fol- 


genabgeschlossen erkennen. Sei dazu {Xı}ı=ı,,.. eine Folge in F mit X; > X in 
W1?(B(wo, R)). Wir wollen X € F zeigen. 
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Dafür setzen wir Z; = X; — Y für l € N und bemerken Z; € Wy’?(B(wo, R)) sowie 


l2 = Zellw2¢B(wo,ry) = W(X = Y) = (Xr = Nliwi2cw,®) (4.119) 


= ||Xi — Xellw1.2(B(wo,Ry) > 0 


für k,l + 0. Da der Raum W,’?(B(wo, R)) ein abgeschlossener linearer Teilraum von 
W!2(B(wo, R)) ist und die Folge {Z1}=1,2,... gemäß (4.119) eine Cauchy-Folge bildet, 
folgt 4 > Ze Wè? (B(wo, R)). Zusätzlich ermitteln wir 

IZ = (X =- Yllwizaa,Ry) = |Z- Z + 2 - (X — Y)llw1.2(Bw,2R)) 


SZ - Zullwı2 wo.) + Xt — A llwı2(8wo,R)) > 


woraus sich X — Y = Z € Wy”(B(wo, R)) durch den Grenzübergang I + oo und 
damit X € F ergeben. 
Gleichzeitig ist die Menge F konvex, da mit X, X € F auch stets 


(AX + (1 A)X) -Y = A(X -Y)+ (1 -A(X - Y) € Wo" (B(wo, R)) 


und somit AÑ + (1—A)X € F für alle À € [0,1] gilt. 

Entsprechend [2, Satz 6.13] ist die konvexe und abgeschlossene Menge F demnach 
auch schwach folgenabgeschlossen. 

In Ergänzung dazu ist Y € F richtig und wir erhalten 


L(Y, B(wo, R)) < Mz D(Y, B(wo, R)) < Ma ||Y| riet. < + 


aufgrund der Voraussetzung i). 
Infolgedessen sind alle Voraussetzungen des Satzes 3.3 erfüllt. Es existiert also ein 
X* EF mit 


T(X*, B(wo, R)) = inf T(X, B(wo, R)) . 


Folglich können wir auch den Satz 4.10 auf X* anwenden. Es ergeben sich (4.117) 
sowie X* € C°(B(wo, R)) mit a= Hu 
Indem wir uns an den Beweis des Satzes 4.10 erinnern, erhalten wir aus der Minimum- 
eigenschaft von X* und der Voraussetzung i) 
Mo 
D(x", B(w, 0)) < Mı D(H(X*, B(w, 2)), B(w, 0)) 


für jede Kreisscheibe B(w, o) C B(wo, R). 
Da zusätzlich X* — Y € Wy’?(B(wo, R)) wegen X* € F richtig ist, schließen wir 
Tr[X*] = Tr[Y] € C(OB(wo, R)) aufgrund des Satzes 4.9. Somit können wir auch den 


Satz 4.12 nutzen und erkennen X* € C(B(wo, R)). 
Infolgedessen ergibt sich unter Verwendung von (4.64) aus dem Satz 4.8 


X*|oB(wo,R) = Tr[X*] = Tr[Y] ’ 


wodurch auch (4.118) gewährleistet wird. 
Dementsprechend sind alle Aussagen gezeigt. 
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5 Höhere Regularität von Minimierern im 
Inneren 


Im vorangegangenen Kapitel konnte die Hölder-Stetigkeit im Inneren eines Gebietes 
G und die Stetigkeit auf dessen Abschluss G, sofern G eine Kreisscheibe ist, für einen 
Minimierer X* in einer breiten Klasse von Variationsproblemen (Satz 4.13) gezeigt 
werden. Darüber hinausgehend wollen wir in diesem Kapitel eine höhere Regularität 
von X* in G erreichen. Unter einer Verschärfung der Voraussetzungen an das Variati- 
onsproblem können wir die Hölder-Stetigkeit der ersten Ableitungen zeigen. 

Dafür soll zunächst eine Brücke zwischen einem Minimierer X* des Variationsproblems 
und der Lösung einer zugehörigen Differentialgleichung, der sogenannten schwachen 
Euler-Lagrange-Gleichung, gebaut werden. Hierzu ist die Untersuchung der ersten Va- 
riation des zu f gehörenden Funktionals Z erforderlich. Wir benötigen in diesem Zu- 
sammenhang stärkere Anforderungen an die Funktion f. Als bemerkenswert stellt sich 
heraus, dass sich je nach Wahl der Voraussetzungen an f auch die Klasse der Test- 
funktionen, für die wir die erste Variation berechnen können, gemäß der Darstellung 
von Dacorogna [12, Chap. 3.4.2] ändert. 

Wir betrachten hier den Fall, der uns später die Möglichkeit bietet, höhere Regu- 
larität eines Minimierers aus der ersten Variation beziehungsweise der zugehörigen 
schwachen Euler-Lagrange-Gleichung zu folgern. Dafür müssen der Minimierer und 
die Testfunktionen neben der Regularitätsklasse W!?(G) beziehungsweise Wẹ’? (G) 
zusätzlich zur Klasse L(G) gehören. Insbesondere bilden bestimmte Modifikationen 
des Minimierers Testfunktionen, sodass mit diesen zunächst X* € wè? (G) und an- 
schlieBend X* € Ch?(G) für ein ø € (0,1) gezeigt werden kann. Wir folgen dabei 
der zweiteiligen Beweisführung von Hildebrandt und von der Mosel [37], erweitern die 
Darstellung auf konvexe Gebiete und gestalten beide Beweise deutlich detailreicher. 
Vorbereitend dazu untersuchen wir einige Eigenschaften von Differenzenquotienten in 
Sobolev-Räumen. Speziell die Verbindung zwischen schwachen Ableitungen und Dif- 
ferenzenquotienten wird hierbei entscheidend sein. 

Im Anschluss daran tragen wir weiterführende Ergebnisse zum Wachstum des Dirichlet- 
Integrals zusammen. Außerdem weisen wir die Existenz einer sogenannten Abschnei- 
defunktion nach und gehen in diesem Zusammenhang besonders auf die Abschätzung 
ihres Gradienten ein. 

Zusätzlich werden wir für den Nachweis der Hölder-Stetigkeit der ersten Ableitungen 
eines Minimierers X* das Konvergenzverhalten des Translationsoperators in Lebesgue- 
Räumen betrachten sowie eine Poincaré-Ungleichung für Kreisringe beweisen. 
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5.1 Erste Variation und schwache Euler-Lagrange-Gleichung 


Den Ausführungen zu [12, Theorem 3.37] folgend untersuchen wir die Differenzierbar- 
keit des zu f gehörenden Funktionals Z. Diese ist abhängig von den Eigenschaften 
der Funktion f. Jede auftretende Richtungsableitung in einem Minimierer X* für eine 
zulässige Richtung, die erste Variation, werden wir dabei als verschwindend erkennen 
und gleichzeitig mit der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung eine Verbindung zu Dif- 
ferentialgleichungen herstellen. Wir konzentrieren uns hier auf den Fall, der es uns 
später ermöglichen wird, höhere Regularität eines Minimierers mithilfe der schwachen 
Euler-Lagrange-Gleichung zu erzielen. 


Satz 5.1 (Erste Variation). Gegeben seien ein Gebiet G C R? und eine Funktion 
f: G x R? x R”? — R € C1(G x R? x R3”? R) mit f(w,X,p) derart, dass mit einer 
Funktion go € L'(G) und einer Konstante Mo > 0 


LF (w,X,p)] < go(w) + Mo (|X? + Ipl?) (5.1) 


für fast alle w € G und alle (X,p) € RÌ x R°*? gelte. 
Zudem mögen zu jedem R > 0 Funktionen gı € L!(G) und gg € L?(G) sowie eine 
Konstante Mı = Mı(R) > 0 existieren, sodass 


[Vx f(w,X,p)| < g1(w) + Mi(R) Io]? , (5.2) 
für fast alle w € G und alle (X,p) € RÌ x R°*? mit |X| < R richtig ist. 
Des Weiteren seien Yọ € W1?(G) gegeben und X* € W!?(G)N L(G) ein Minimierer 
des zu f gehörenden Funktionals T über der Menge F aller zulässigen X € W17(G), 
die der Bedingung X — Yo € wè?’ (G) genügen. 
Dann ist die Funktion (A) := I(X* + AY, G) für jedes Y € W17(G) N L®(G') diffe- 


renzierbar an der Stelle A = 0 und es gilt 


(0) = f Yxi, X*, VX") -Y + Vpf(w, X*,VX*):VY}dw=0 (5.4) 

G 
für alle Y € WẸ? (G) N L(G). 
Hierbei verwenden wir die Kurzschreibweisen 

3 
Vx f(w, X*,VX*) Y = F fx, (w, X* (w), VX"(w)) ¥j(w) 
j=1 
sowie 
3 
Vpflw, X*,VX*)-VY = Slp, (w, X* (w), VX*(w)) Ya j(w) 


j=l 
+ fo, (Ww, X” (w), VX"(w)) Yoj(w)] - 
Ist f zusätzlich für fast alle w € G konvex in (X,p), folgt für ein Xo € F N L(G), 
welches (5.4) für alle Y € Wy”(G)NL”(G) genügt, stets 


IX = inf T(x ; ; 
( 0, G) XeFHL~(G) ( ,G) (5 5) 
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Beweis. Aus Gründen der Ubersichtlichkeit werden wir das Argument w von X*, Y, 
V X* und VY im Verlauf dieses Beweises des Öfteren unterdrücken. 

Zunächst wollen wir feststellen, dass die Funktion ı(A) = Z(X* + AY,G) für alle 
Y € W!2(G) und alle A € R wohldefiniert ist. 

Aufgrund der Wachstumsbedingung (5.1) bemerken wir dafiir 


IZ(X* + rY,G)| < Í |f(w, X*(w) + AY (w), VX*(w) + AVY (w))| dw (5.6) 
G 


< fow) + Mo (|X*(w) + AY (w)|? + |VX* (w) + AVY (w)|?) dw 
G 
= Igoll za (a) + Mo (IIX* + AY IlzZa¢@) + IVX* + AVY |) < +90 


für jedes Y € W!7(G) und alle À € R. 
Da X* € W!?(G) N L(G) ein Minimierer des Funktionals Z über der Menge aller 
zulässigen Funktionen ist, gilt insbesondere 


T(X* + AY,G) > I(X*,G) 
für alle Y € WI” (G)NL”(G) und alle À € R. 
Dementsprechend gilt notwendig 


lim u(A) — (0) _ lim T(X* + AY, G) - Z(X*,G) 
30 A A>0 A 


=0 (5.7) 


für alle Y € Wy’?(G) N L(G), falls dieser Grenzwert existiert. 
Wir wollen nun den Nachweis für die Existenz dieses Grenzwertes erbringen und gleich- 
zeitig die Gültigkeit von (5.4) zeigen. Dazu beachten wir 


A) = (0)  T(X* +AY,G) = I(X*,G) 
\ \ 
of flw, X* + AY, VX* + AVY) — f(w, X*, VX") 
À 


dw (5.8) 


G 
= [ byw) dw 
G 


für A A 0 mit 


_ f(w, X*(w) + AY (w), VX*(w) + AVY (w)) — f(w, X*(w), VX*(w)) 


hy(w) a \ 


für fast alle w € G. Ähnlich wie in (5.6) erkennen wir aufgrund der Bedingung (5.1) 
hy € L1(G) für jedes A 4 0. 
Da die Funktion f in X und p stetig differenzierbar ist, gilt für fast alle we G 
insbesondere 
flw, X* + AY, VX* + AVY) — f(w, X*, VX") 

A (5.9) 
= Vxfl(w, X*,VX*-Y+Vpf(w, X*,VX*)-VY. 


lim h = li 
sane) = 
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Gleichzeitig ermitteln wir aber auch 


dw 


A) — (0) _ J f(w, X* + AY, VX* +AVY) — f(w, X*,VX*) 
A J X 


= fia) dw (5.10) 


1 

1 fd 

= [5| gioxx +tAY, VX* + tAVY)] dt dw 
G 0 


für \ #0. 


Mithilfe unserer bekannten Kurzschreibweise berechnen wir 


£ [F (w, X* + trAY, VX* + tAVY)] =V x f(w, X* + tAY, VX* + tAVY) -AY 
+ Vpf(w, X* + tAY, VX* + tAVY) - AVY 


fiir fast alle w € G. 
Im Folgenden wollen wir die beiden Terme auf der rechten Seite untersuchen. 

Wegen X*,Y € L(G) finden wir eine Konstante R > 0, sodass für jedes t € [0,1] 
und jedes A € [-1,1] die Abschätzungen 


|X*(w) +tAY(w)| <R, 
|Y (w)| < R (5.11) 


für fast alle w € G erfüllt sind. 
Demnach gilt mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz sowie unter Verwendung 
der Wachstumsbedingungen (5.2) beziehungsweise (5.3) 


|Vxf(w, X* + tkY, VX* + tAVY) -Y| < [sı(w) + Mı(R) |VX* + avy]? IY] 
beziehungsweise 
|Vpf (w, X* + taAY, VX* + tAVY)- VY] < [go(w) + Mı (R) |VX* + tAVY |] |VY| 


für fast alle w € G, wobei wir auch hier aus Gründen der Übersichtlichkeit das Argu- 
ment w von X*, Y, VX* und VY unterdrücken. 
Des Weiteren berechnen wir für fast alle w € G 


IVX"(w) + AVY (w)| < |VX* (w)| + [tA] [VY (w)] < |VX"(w)| + |VY (w)| 
und daraus unter Verwendung des Lemmas 2.1 


[VX*(w) + AVY (w)|? < ((VX* (w)| + [VY (w)])? 
= [VX*(w)|? + 2[VX*(w)||V¥(w)] + [VY (w)? 
< 2|VX*(w)|? + 2|VY (w)}? 


für alle te [0,1] und alle \ € [~1, 1]. 
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Wir erhalten damit sowohl 
[Vx f(w, X* + tkY, VX* + tAVY)-Y| < Isı(w) + M,(R) |VX* + vY]? lY| 

< |gı(w) + 2Mi(R) (|VX*? + |VY?)] IYI 

als auch 


|Vpf (w, X* + tAY, VX* + AVY) - VY] < [go(w) + Mı(R) |VX* + tAVY |] |VY | 
< [92(w) + Mi(R) (|VX*| + |VY))]|VY| 


für fast alle w € G sowie für alle t € [0,1] und alle A € [—1, 1]. 
Aufgrund der Abschatzung (5.11) folgt unmittelbar 


[ONY wdw < R f |gi(w)] dw = Rail <+% 
G G 


und daher gi |Y | € L! (G). 
Zudem ermitteln wir 


S (PXP + VYP) [¥(w) aw < R f [VX (w))? + VY w) dw 
G G 


und infolgedessen auch 2M1 (R) (Iv x}? + Ivy?) [Y| € L(G). 
Da aus X*, Y € W!7(G)NL®(G) insbesondere auch VX*, VY € L?(G) folgt, erhalten 
wir mithilfe der Hölderschen Ungleichung zusätzlich 


Fo)! IVY (w)| dw = | IVY Ilza) < Ilgellza@ IVY Ilza) < +% 
G 


und 


S VXW + [VY WD VY wdw = f VXW) VY wdw + IVY lic) 
G G 


<|IVX" [pe IVY lra + IVY Zee) 
< +0. 


Somit ergeben sich 9 |VY| € L!(G) und M, (R) (|VX*|+|VY|)|VY| € L(G). 
Indem wir für fast alle w € G 
h(w) = [g (w) + 2Mi(R) (|VX*(w) |? + VY (w) I?) | IYw)| 
+ [g2(w) + Mi(R) (V X*(w)| + [VY (w)))] IVY (w)| 
setzen, finden wir eine Funktion h € L!(G), sodass wegen 


14 py, X* + AY, VX" + AVY) <|Vxf(w, X* + tAY, VX* + tAVY)-Y| 


+ |Vpf(w, X* + tAY, VX* + tAVY)- VY| 
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aufgrund der vorangegangenen Ausführungen 
1d x 4 ~ 
Say few, X* + BY, VX" + AVY) < Alw) 


für fast alle w € G und für alle t € [0, 1] sowie alle A € [—1, 1] \ {0} richtig ist. 
Unter Beachtung von (5.10) ergibt sich damit 


|ha(w)| = 


1 
Puce + trxY, VX* + tAVY)] dt 
0 


< [reo dt < h(w) 


für fast alle w € G und alle A € [—1, 1] \ {0}. 
Es gelten also hy € L'(G) sowie mit einem h € L1(G) 


[ha (w)| < h(w) 


für fast alle w € G und alle X € [—1,1] \ {0}. Unter Beachtung von (5.8) und (5.9) 
erhalten wir daher mithilfe des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue, welchen 
wir [61, Kap. VIII, §4, Satz 7] entnehmen, 


is (A) — (0) 


py LO ca 
G 


= J Skt X", TX) -Y + Vpf(w, X*,VX*) VY dw . 
G 


Dementsprechend ist die Funktion ı(A) für jedes Y € W17(G) N L(G) an der Stelle 
A = 0 differenzierbar und es folgt 


—0 


(0) = lim Ho = OOM [¥xflw,x*,0x7) -Y + Vof(w, X*, VX*) : VY dw , 
G 


woraus wir unter zusätzlicher Verwendung von (5.7) schließlich die gewünschte Aussage 
in (5.4) für alle Y € WẸ?’ (G) N L(G) erhalten. 


Wir betrachten noch den Fall, dass die Funktion f zusätzlich für fast alle w € G konvex 
in (X, p) ist und Xo € F N L®(G) die Gleichung (5.4) für alle Y € WÈ? (G) N L®(G) 
erfüllt. Mithilfe des Lemmas 3.1 ergibt sich für jedes X € F N L” (G) 


f(w,X, VX) > f(w, Xo, VXo) + Vx f(w, Xo, VXo) ` (X air Xo) 


+ Vpf(w, Xo, V Xo) (VX — V Xo) (5.12) 


für fast alle w € G. 
Wir bemerken X — Xo € WẸ?’ (G) N L®(G') wegen X, Xo € F und erhalten 


J Vxflw, Xo, VXo): (X - Xo) + Vpf(w, Xo, VXo) V(X - Xo)dw=0 (5.13 
G 


für alle X € FN L(G). Eine Integration von (5.12) über G liefert uns unter Verwen- 
dung von (5.13) folglich die Aussage (5.5). 
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Diesem Satz entsprechend wollen wir die folgenden Begriffe festhalten. 


Definition 5.1 (Schwache Euler-Lagrange-Gleichung und schwache Lösung). 
Wir bezeichnen die Bedingung (5.4) als schwache Euler-Lagrange-Gleichung und nen- 
nen ein X € W!7(G)N L(G), welches der Bedingung (5.4) genügt, schwache Lösung 
der zugehörigen schwachen Euler-Lagrange-Gleichung. 


Bemerkung 5.1. Gemäß dem Satz 5.1 ist ein Minimierer X* des zu f gehörenden Funk- 
tionals Z eine schwache Lösung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung, wenn zusätz- 
lich X* € L(G) gewährleistet ist. Umgekehrt ist jede schwache Lösung der schwachen 
Euler-Lagrange-Gleichung, sofern f die Konvexitätsbedingung des Satzes 5.1 erfüllt, 
lediglich ein Minimierer von Z auf der Teilmenge F N L(G). Ursächlich dafür sind 
die an die Ableitungen von f gestellten Wachstumsbedingungen. 

Entsprechend den anderen Fällen in [12, Theorem 3.37] bietet eine Anpassung dieser 
Bedingungen die Möglichkeit, alle Zugehörigkeiten zur Klasse L°(G) zu vernachläs- 
sigen. Insbesondere wird eine schwache Lösung Xọ € W!?(G) der schwachen Euler- 
Lagrange-Gleichung dann zu einem Minimierer von Z in ganz F. 


5.2 Differenzenquotienten in Sobolev-Räumen 


Wir folgen [23, Definition 8.1] und kommen zu den nachstehenden Begriffsbildungen. 


Definition 5.2. Zu einer offenen Menge Q C R” und einer reellen Zahl h € R erklären 
wir die Mengen 


Aj, 2 := {y ER” : y— hej € N} 


und 


Aja Q := {yY EN : ythe; €Q}=2NA;_,ACA 


unter Verwendung des Einheitsvektors e; € R™ in Richtung der j-ten Komponente. 
Zudem bezeichnen wir mit 


Naj = {y EQ : dist(y, OQ) > |h]} C A;nd 
das h-Innere der Menge Q. 


Definition 5.3 (Differenzenquotient). Es seien eine auf der offenen Menge Q C R™ 
erklärte Funktion g sowie h € R gegeben. Dann bezeichnen wir mit 


1 
Azn gly) = z (9l + hes) — g(y)) 
für y € Aja Q den Differenzenquotienten von g bezüglich der j-ten Komponente. 


Bemerkung 5.2. Falls es aus dem Kontext hervorgeht oder die explizite Bezeichnung 
einer Richtung nicht erforderlich ist, schreiben wir lediglich A, beziehungsweise Ay 
anstelle von A,n beziehungsweise Ay und nutzen in diesem Fall den unbestimmten 
Einheitsvektor e. 
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Bevor wir uns eingehender mit den Eigenschaften von Differenzenquotienten befas- 
sen, wollen wir nachweisen, dass sich die Konvexität einer Menge auf ihr h-Inneres 
überträgt. 


Lemma 5.1. Sei Q eine konvere Menge. Dann ist auch die Menge Quy, für jedes 
h E€ R konvex. 


Beweis. Im Fall Q; = Ø ist die Menge Rn) unmittelbar konvex. Es sei im Folgenden 
also Qin) # Ú vorausgesetzt. Aufgrund der Definition 5.2 gilt Qin, C 9°. Wir zeigen die 
gewünschte Aussage mithilfe eines Widerspruchsbeweises. 

Angenommen Nja; sei nicht konvex. Dann existieren zwei Punkte wı, wa € 2, mit 
wı # wa, sodass 


wo := Apywı t (1 Ao) we An (5.14) 
für ein Ao € (0,1) gilt. Da mit N auch N° konvex ist, folgt aber wo € N°. Wir erhalten 
dist (wo, OQ) < |h| und finden daher ein Ñ € (Q°)© mit jõ — wo] < |h]. 


Setzen wir nun 


Wi := Wi + (wo - wo) 3 


we [= W2 T (wo - wo) ; 


so erkennen wir t@ ,t#2 € 0°. Aufgrund der Konvexität von 9° erhalten wir unter 
Beachtung von (5.14) 


W = Apt + (1 — Ao) tHe € N° 


und somit einen Widerspruch zu w € (D°. Das h-Innere Nja) der Menge 2 muss 
dementsprechend konvex sein. 


Wir zeigen zunächst einige elementare Eigenschaften der Differenzenquotienten, die 
sich ohne Beweis in [23, S. 263] finden lassen. 


Lemma 5.2. Seien Q C R” offen undh € R. Dann besitzen die Differenzenquotienten 


folgende Eigenschaften: 
a) Aus ge WH4(Q) folgt Ange W'4(Qhy)) und es gilt 


D®* (Ang) = An(D* 9) 


in Qin) für k =1,...,m. 


b) Seien gk: Q > R, k = 1,2 zwei Funktionen. Zudem existiere ein ho > 0, sodass 
Qh, ZO sowie supp(gk) C Qn, für ein k € {1,2} richtig sind. 
Dann gilt 


J nl) not) ay == f i) An oly) ay 
Q Q 


fiir 0 < |h] < ho. 
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c) Für zwei Funktionen gp: Q 4 R, k = 1,2 ergibt sich 
An (g1 g2)(y) = gily + he) An galy) + ga(y) An g1 (y) 
für alle y E And. 


Beweis. 


a) Da für jede offene Teilmenge No C N die Inklusion W'4(Q) C W'4(Q) folgt, 
erhalten wir unmittelbar g € wen): Ebenso gilt ge W'4(A), Q),)) und es 
ergibt sich daher für die auf A_ n Q durch iy) = = oy + he) erklärte Funktion 
ge WUA nAn Pr). Wir Kate noch A_,A, Pr = Qaj und schließen 
somit auch ge W! 4(Qjpj). Aufgrund der Linearität des Raumes wh (On) folgt 


Ang= 


sowie insbesondere für k = 1,...,m 


D%*(A,g(y)) = pee z, (gly + he) — g(y)) 


= 5 (D* g(y + he) — D**g(y)) = An(D**g(y)) 


für fast alle y € Qjp; unter Verwendung der Linearität der schwachen Ableitung. 


b) Ohne Einschränkung sei supp(g2) C Qno richtig. Dementsprechend setzen wir g2 
durch go(y) = 0 für alle y € R” \ Q in das Komplement von Q fort, sodass wir 
Ange sinnvoll auf ganz Q erklären können. 

Zunächst ermitteln wir unter Beachtung von supp(g2) C Qn, 


faw ) An go(y) dy = jf mo gly + he) dy — + J 91(y) g2(y) dy 


Q N 


für 0 < |h| < ho. 
Wir betrachten die durch ĝ2(y) := g2(y + he) erklärte Funktion und bemerken 
supp(92) C A-r Qno. So ergibt sich 


[nwet | aew 
Q Xn Nng 


und unter Verwendung der Translation y > y — he 


[nwroly+heydy= — f(y —he) gay - he) dy 
An An Qn 
= J nly = he) gly) dy 
Pro 


für 0 < |h] < ho. 
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Insgesamt erhalten wir damit 


[aw An only) dy = + faw- he) go(y) jet ) g2(y) d 
Q 


ho 


=- [ nt) Arad 


Pro 


fiir 0 < |h| < ho. 
Da supp(g2) C Qh, gilt, setzen wir gı im Komplement von Q stillschweigend zu 
0 fort, falls gı außerhalb von Q nicht definiert ist, sodass wir 


f 92) ann gulu) ay = [mt Bn u(y) dy 


Qho Q 


für 0 < |h| < ho schreiben können. 
c) Wir berechnen direkt 


An (gr92)(u) = + (uly + he) goly + he) ~ gly) 920) 


gı(y + he) go(y + he) — gı (y + he) g2(y)) 
+ . (gı(y + he) g2(y) — gı (y) 92(y)) 


= gı(y+ he) An g92(y) + g2(y) An g1 (y) 


für y € Ap Q, indem wir +} gily + he) ga(y) einfügen. 


Wir werden noch ein Ergebnis benötigen, welches die Verbindung zwischen schwachen 
Ableitungen und Differenzenquotienten herstellt. Für den Beweis folgen wir den Ideen 
von [18, Chap. 5.8.2, Theorem 3] und [23, Lemma 8.2]. 


Satz 5.2 (Schwache Ableitung und Differenzenquotient). Es seien Q C R™ 
und No CC Q offen. 


a) Seien 1 < q < +00 und ge W14(Q). Dann gilt 
|Aj.r Trai) < lP” allo 


für alle 0 < |h| < dist(No, AQ). 


b) Seien 1 < q < +00 und g € LI(Q). Zudem existieren Konstanten M > 0 und 
ho € (0, dist(Qo, 9N)), sodass 


KA Ill zaoo) <M 
für alle 0 < |h| < ho richtig ist. Dann folgen D®ig € L4(Qo) sowie 


[D° g| ra) SM - 
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Beweis. 
a) Sei zunächst ge C°(Q) N WAR). Es gilt dann 


1 


1 
d (6) 
gly + hej) — g(y) = | Sou ' thej)dt = | = gly + the,) hat 
0 o 4 


und somit unter Beachtung des Lemmas 2.6 


1 
ð 
[Azn gy)| = + thej) dt) < <fi; gy IOT Pe) dt (5.15) 
0 
für alle y € Qo und 0 < |h| < dist (Qo, OQ). 
Falls q > 1 gilt, verwenden wir die Höldersche Ungleichung mit 
TU 
-+-= 1 
q q 
und erhalten aus (5.15) 
1 a 3 5 
[A;r gyi? < (/ rar) (/ dy, IY + the;) a) 
j 
u (5.16) 


für jedes y € Qo und für 0 < |A| < dist(No, OQ). 
Somit folgt aufgrund des Satzes von Tonelli aus [61, Kap. VIII, §7, Satz 3] 


q 


[lsat )|"dy < dtdy 


lan 


für 0 <|h| < dist(No, OQ) und 1 < q < +00 aus (5.15) beziehungsweise (5.16). 
Indem wir 


ap gly + thej) 


q 
dydt 


0) 

fl - gly + thej) 
Yj 

Do 


q q 
ð 
dy< ||, st 
J By; (y) 


bemerken, ergibt sich 


[as ws | [nal 


dy dt = [lon LET 
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beziehungsweise 
Aja alga ay < 1P%dllzen 
für 0 <|h| < dist(No, IN), wobei wir 
ö 
dy; 
für y € N wegen ge C°(Q) NW14(Q) beachten. 


gly) = D” g(y) 


Sei nun ge W!4(Q). Dann gibt es aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin ei- 
ne Folge {ge}r=ı2,.. in CX(O)N WHO) mit gk > g in WH4(Q). Zudem ist 
aufgrund der vorangegangenen Argumentation 


[Ajr lien.) S IP" gell cacy (5.17) 


für k = 1,2,... und 0 < |h| < dist(Qo, OQ) richtig. 
Unter Verwendung von (5.17) gilt 


IA;r Illaa) = |A;n9- Ajn ge + Ajh 9k ll za) 


< lAn grlt) + lAa g — Agr gllt) (5-18) 
= | D® grl rao) + Aing- Ain xl r4(00) 


für k = 1,2,... und 0 <|h| < dist(Qo, AQ). 
Die Dreiecksungleichung und das Lemma 2.2 mit ¢ = 1 liefern uns 


flw + hej) — gly) — (gr (y + hey) W))| dy 


Qo 
< | (low + hej) — gely + he;)| + |9(y) (|) dy 
Qo 
< Flow + hej) — gly 4 he;)| + \a(u) |") dy 
Qo 
für 0 < |A| < dist(No, OQ). 


Wegen 


/ lo(y + hej) — gk(y + he;)|" dy < i sy) - al? dy 
Q Q 


für 0 <|h| < dist(Q, OQ) und 


fis — gk(y)|" dy < fiw — only) |? dy 
Do Q 


folgt daraus 


flw H hej) — g(y) — gk(y + hej) + ox()| dy < >" f \9(y) — gr(y)|4 dy 
Do QR 
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beziehungsweise 
2 
|Ajng — Aj,h Gell rary) S Tal lo - Gell zac) (5.19) 


für k = 1,2,... und 0 < || < dist(No, AQ). 
Da aus gx > g in Wh4(Q) auch gk — g in L4(Q) sowie D% g, — Dig in L4(Q) 
und insbesondere 

D“ grllza) > ID” all rao) 
für k — oo folgt, ergibt sich unter Verwendung von (5.19) in (5.18) durch den 
Grenzübergang k — 0 die entsprechende Aussage für ge W14(Q). 


Wegen ho € (0, dist(Qo,0Q)) bemerken wir zunächst No C Nro C Q. Für ein 
beliebiges y € C° (No), welches wir durch (y) = 0 für alle y € R™ \ Qo auf den 
ganzen R” fortsetzen, gilt daher insbesondere supp(y) C Qo C Nao, sodass wir 
aufgrund des Teils b) von Lemma 5.2 


J gly) Ajn ely) dy = — | ply) Aj,-n gly) dy (5.20) 
Q Qo 


für 0 < |A| < ho erhalten. 
Da uns die Voraussetzung 


sup KA Jll zaoo) <M 
0<|h|<ho 


liefert und der Raum L4(No) für 1 < q < +00 reflexiv ist, finden wir eine Teilfolge 
{hi}i=1,2,... mit 0 < |u] < ho und hj > 0 sowie ein g; € LI(No), sodass 


A,ng9 j 


in L4(Qo) richtig ist. Dementsprechend gilt auch 


jim few) Aj—n, g(y) dy = [aw ply) dy (5.21) 
Do Qo 


für pe CH (No). 
Gleichzeitig ergibt sich 


Iö;llzano) < lim inf IA; -n, Iran) <M (5.22) 


aufgrund der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm in L4(9). 
Wegen y € C§°(Qo) beachten wir noch 

lim Ajn ply) = I (y) 

ah jh PY) = Oy; PY 
fiir alle y € Q. Zudem setzen wir 


Q(y, ho) := {y E R™ : dist(y,supp(y)) < ho} CQ 
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und erkennen diese Menge als kompakt. Es gilt dann A,n,p(y) = 0 für alle 
yEeN\N(p,ho) und alle l € N sowie unter Anwendung des Mittelwertsatzes der 
Differentialrechnung 


|A; m OY) Py; (y + s hej) hy 


1 
|= i < sup [py (y)| =: Mo < +00 

l yEeQo 
mit einem « = K(y,l) € (0,1) für jedes y € O(y, ho) und jedes I € N. Somit 
sind die Voraussetzungen des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue aus 
[61, Kap. VIII, §4, Satz 7] für die Funktionenfolge {g-Aj.n, y}i=1,2.... erfüllt und 
es gilt 


im fow) dim eddy = fog ew)dy= Soo, (6.23) 
a 2 i 2 4 


wobei wir yy, € C6° (No) bemerken. 
Zusammenfassend ergibt sich damit aus (5.20), (5.21) und (5.23) 


ð : 
/ gly) 3,9 dy = im j gly) Aj,h p(y) dy 
Qo i Q 


= — lim few Aj,- g(y) dy 


I-00 
Qo 


= - [f z0) ply) dy . 


Qo 


Da die Wahl von y € C° (No) beliebig war, folgt 5; = D®ig € L1(Qo) und wegen 
(5.22) zudem ||D® gl a(o) < M. 


In Ergänzung zum Satz 5.2 zeigen wir noch das folgende Lemma, welches sich an der 
Beweisidee von [23, Lemma 8.2] orientiert. Die hier gezeigte Aussage ist allerdings eine 
etwas andere. 


Lemma 5.3 (Konvergenz der Differenzenquotienten). Es seien Q C R” offen 
sowie 1 <q < +00 und ge W14(Q). Dann gilt 


: en ee = 
lim |A;ng D all taa) =0 
für jede offene Menge No CC Q und jedes j € {1,...,m}. 


Beweis. Wir wählen eine offene Menge Qo CC Q. Sei e > 0 beliebig. Dann gibt es 
aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin ein ge C°(Q) NW14(Q), sodass 


lg - Sllwraa@y < € (5.24) 


richtig ist. 
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Wir beachten 


|Ajng - D* gll tatao) = ||Ajng jh gt DG D* gl ao) 
< |Ajag = jh Iran) a Ain 9 > D* i|| raa) (5.25) 
+ ||D%G - D” g|| raa) 


für 0 < |A| < dist(Qo, OQ). 
Mithilfe des Teils a) des Satzes 5.2 erkennen wir 


|Ajng = Ajh IG = lAa (g — Dlra(90) < | D° (g = Draco) 
für 0 < |A| < dist(Qo, OQ). Da gleichzeitig 
||D°9 — D® gll rag) = ID (9 - Alien) < IO (9 - Dllo) 
gilt, erhalten wir aus (5.25) 


|Ajng = D*’ gll tatao) < |Ajng u D* g| taa) +2 | D° (g = Dra) 
<|Ajng- D i|| raa) T2E 


(5.26) 


für 0 < |A| < dist(No, O0), wobei wir gemäß (5.24) 


ID (9 — dlra < lg = Alwin, < € 


verwenden. 
Wie im Beweis des Teils b) des Satzes 5.2 ergibt sich aufgrund des Mittelwertsatzes 
der Differentialrechnung mit einem x = K(y,h) € (0,1) 


n 1- N 
Ajn Gy) = 7, ui (V t K hej) h = Gy,(y + s hej) (5.27) 


für jedes y € Qo und 0 < |h| < dist(Qo, AQ). 
Wir setzen nun 


Q:= fv EQ : dist(y, Qo) < 5 dist(, 09) } CQ 


und bemerken, dass diese Menge insbesondere kompakt ist. 

Wegen g € C™(2) N WH(Q) c C%(Q) c C!(Q) erkennen wir die Funktion Üy; 
nach einem bekannten Ergebnis, welches wir beispielsweise [61, Kap. II, §1, Satz 7] 
entnehmen können, als gleichmäßig stetig auf ©. Daher finden wir zu dem beliebig 
gewählten € > 0 stets ein ho € (0, 5 dist(Qo, 0Q)), sodass 


löy (u + shej) — Gy,(y)| < € 
für alle y € Qo, x € (0,1) und alle 0 < |A| < ho richtig ist. Mit (5.27) folgt daraus 
Asus) — Iy O)| <e 


für alle y € Qo und alle 0 < |h| < ho. 
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Somit erhalten wir 


1 


q 


= RA Er Fe, q 1 
Asad- Dll eam = | f [Bars -iuo dy] < ole 
Qo 


für alle 0 < |h| < ho. 
Wir verwenden dies in (5.26) und ermitteln 


i 
Ding -D*ar < (ol? +2) € (5.28) 


für alle 0 < |h| < ho. 
Da die Wahl der Menge Qo beliebig war und wir den Ausführungen entsprechend zu 
jedem € > 0 ein ho € (0, 3 dist(Qo, 02) finden, sodass (5.28) fiir 0 < |h| < ho giiltig 
ist, folgt daraus die Aussage. 


5.3 Weitere Ergebnisse zum Dirichletschen Wachstum 


In der Vorbereitung auf den ersten Beweis zur höheren Regularität im nächsten Ab- 
schnitt stellen wir Ergebnisse zusammen, die das Wachstum des Dirichlet-Integrals 
weiterführend untersuchen. Die aufgeführten Erkenntnisse stehen in einer engen Ver- 
bindung zum Abschnitt 4.1 und bilden eine gewisse Weiterentwicklung. 

Wir erinnern uns zunächst an eine wesentliche Idee aus dem Beweis des Satzes 4.10. 
Diese wollen wir im folgenden Lemma noch einmal festhalten. 


Lemma 5.4. Seien G C R? ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und f(w, X,p) eine 
Funktion f: G x R? x R°*? —R, sodass mit Konstanten 0 < Mı < Ma < +00 


M; |p|” < f(w, X, p) < Me |pl? (5.29) 
für alle (w, X, p) € G x R? x R®*? gilt. Zudem seien Y € W'?(G) und 
F:= {X € W™?(G) : X- Y € Wọ°(G)} 
gegeben sowie mit dem zu f gehörenden Funktional T 
T(X0,G) = inf T(X,G) 


für ein Xo € F richtig. 
Dann gilt für jede Menge Go C G mit Go C G 


Mı 


J Was [VRR (S) 


B(wo,e) B(wo,e0) 


für alle wo € Go und 0 < o < o9 < dist(Go, OG). 
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Beweis. Wir bemerken für beliebiges wo € Go zunächst B(wo, 00) C G. Aufgrund der 
Minimaleigenschaft von Xo und der Eigenschaft (5.29) schließen wir 


Mı D(Xo, B(wo, 0)) < T(Xo, B(wo, 0)) 
< Mə D(H(Xo, B(wo, o)), B(wo, 0)) 
für 0 < @ < go. Ware dies nämlich nicht der Fall, könnten wir Xo in B(wo, 0) durch 
H(Xo, B(wo, @)) ersetzen und Xo wäre aufgrund des Lemmas 4.5 kein Minimierer des 


Funktionals Z. 
Aus (5.30) folgt somit 


D(Xo, Blw, 0)) < FF D(H Xo, Blw, 0)), Blo: 0) 


für alle 0 < @ < 00. Das Wachstumslemma (Lemma 4.4) liefert uns 


D(Xo, B(wo, 0)) < D( Xo, B(wo, 00)) (2) ie (5.31 


für 0 < @ < @. Dies entspricht der Aussage. 


Unter Verwendung von B(wo, 00) C G schließen wir aus (5.31) 


D(Xo, B(wo, 0)) < D(Xo, G) (a 


für 0 < o < go. Wir setzen a := = m und Mo := D(X0,G) og“ und bemerken, dass die 
Konstanten a, 09 sowie Mg nicht von wo € Go abhängen. 
Schließlich ergibt sich wegen Go N B(wo, 0) C B(wo, o) 


ii IV Xo(w) dw < | IV Xo(w)|? dw = D(Xo, B(wo, 0)) < Mo 0° 
GoNB(wo,e) B(wo,e) 


für alle wo € Go und alle o € (0, o0). 
Insofern gelangen wir auch zu der folgenden Aussage. 


Folgerung 5.1. Unter den Voraussetzungen des Lemmas 5.4 existieren zu jeder Men- 
ge Go C G mit Go C G Konstanten Mo > 0, a > 0 und oo > 0, sodass 


|V.Xo(w)|? dw < Mo o° 
GoNB (wo,0) 


für alle wo € Go und alle o € (0, 00) gilt. 


Dass die Einschränkungen an wo und ọ in der Folgerung 5.1 aufgehoben werden kön- 
nen, falls die Menge Go zusätzlich konvex ist, entnehmen wir dem nächsten Lemma. 
Wir zeigen in diesem eine Verallgemeinerung des Ergebnisses aus [37, Proposition 4.2]. 
Dabei übertragen wir die Idee aus [37] von Kreisscheiben auf beschränkte, konvexe 
Mengen. 
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Lemma 5.5. Es seien G CR? eine beschränkte, konvexe Menge und die Konstanten 
M>0,«>0 sowie oo > 0 derart gegeben, dass für X € W!?(G) 


|VX(w)” dw < Mo” 
ENB(wo,e) 


für alle wo € G und alle o € (0,00) richtig ist. 
Dann gilt mit Mo := max{M, 09° D(X,G)} auch 


|VX(w)|?dw < Mo o“ 
GNB(wo,e) 


für alle wo € R? und alle o > 0. 


Beweis. Für den Fall wo € G und @ € (0,00) entnehmen wir die Aussage unmittelbar 
der Voraussetzung. 
Im Falle wo € G und 0 > oo berechnen wir 


IVX(w)? dw < D(X,G) < (2) D(X,G) < Mo o° 
0 


GNB(wo,0) 
unter Beachtung von GN B(wo, 0) C G. 


Es verbleibt, die Aussage für wo ¢ G zu zeigen. Zunächst bemerken wir, dass genau 
ein Punkt wğ € G existiert, sodass 


inf |wo — w| = |wo — wò] (5.32) 
weG 


gilt. Die Fxistenz eines solchen Punktes wird dabei durch den Fundamentalsatz von 
Weierstraß über Maxima und Minima gesichert. Um die Eindeutigkeit einzusehen, 
nehmen wir an, es gäbe einen zweiten Punkte w$* € G, sodass 


inf |wo — w| = |wo — wg" 
weG 


richtig ist. Dann gilt aufgrund der Konvexität des Abschlusses G für jedes A € [0,1] 
insbesondere Aw + (1 — A)wi* € G und 


[wo = Aug + (1 = A)wo")| = [Awo + (1 = A)wo — (Awg + (1 = A) wo") | 
<Alwo - wo| + (1 — A) [wo - wi | = inf |wo — w| . 
weG 


Somit hätte auch jeder Punkt auf der Verbindungsstrecke von wo nach w9* minimalen 
Abstand zu wo, was im Widerspruch dazu steht, dass die orthogonale Projektion eines 
Punktes auf eine Gerade und somit auch der minimale Abstand eines Punktes zu einer 
Strecke eindeutig ist. 

Wir zeigen nun GN B(wo, 0) C GN B(w9, o) für alle ọ > 0. Für o € (0, |wo — wğl) 
ist die Aussage wegen GN B(wo, o) = ® klar. Im Falle von o > |wo — w| müssen wir 
ausführlicher argumentieren. Dazu betrachten wir die Menge 


G(wo) := {w ER? : (wo — wo, w — wi) < o} 
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und weisen zunächst G C G(wo) nach. Hierfür nehmen wir an, es existiert ein Punkt 
© € G mit ù ¢ G(wo). Es folgt dann 


(wo — wg, Ù — wo) > 0. (5.33) 
Wir untersuchen die orthogonale Projektion des Punktes wo auf die Gerade, die durch 
die Punkte wi und w verläuft. Dazu setzen wir 
g(A) := [wo - Au + (1-A)w)|” 
= ((wo — wo) — Al — wo), (wo — wo) — Al — wo) 


= |wo — wo|? — 2A (wo — wi, © — wi) + X? |G — ws]? 


und ermitteln 


g' (A) = 2A ð — we |? — 2 (wo — wi, — we) , 

g"(A) = 2 |i — wol 
für alle A € R. Wegen tw 4 w9 gilt g’(A) > 0 für alle A € R. Somit ist jeder kritische 
Punkt von g stets ein Minimierer. Es ist g’(A*) = 0 genau dann, wenn 


Nez (wo wg, Ù — wo) 


| — wil? 


richtig ist. Wir folgern mit (5.33) sofort A* > 0 und setzen À := min{1, \*}. 

Da wir in g’ eine streng monoton steigende Funktion erkennen, gilt g/(A) < 0 für alle 
A < À. Somit ist die Funktion g auf dem Intervall [0, A) streng monoton fallend und 
wir erhalten 


lwo — wi” = 9(0) > g(Ao) = [wo — (An + (1 — Ao)un))” 


für beliebiges Ap € (0, A). 
Da aufgrund der Definition von A insbesondere Ap € (0,1) gilt und somit aus der 
Konvexität von G gleichzeitig AoŬŭ + (1 — Ao) ws € G folgt, entsteht ein Widerspruch 
zu (5.32). 

Es muss also zwingend G C G(wo) richtig sein. 

Zu 0 > |wo — wọ| sei nun w € GN B(wo, o) beliebig. Speziell gilt w € G C G(wo) und 
somit auch (wo — wi, w — wo) < 0. Wir berechnen daher 


|wo = wl? = |(wo = wo) = (w = we) I? 


= [wo — wel? + |w — wal? — 2 (wo — wg, w — w3) 
> |w- wj|? 


und daraus wegen w € B(wo, o) auch |w — wò| < |wo — w| < o. 

Somit schließen wir we GN B(w, o) und erhalten GN B(wo, 0) C EN B(wü, o) für 
alleo>0. 

Schlussendlich ergibt sich somit für alle o > 0 


|VX(w)/? dw < J |V.X(w)|? dw < Mo o° 
GNB(wo,e) GNB(w},o) 


unter Beachtung von w% € G und der Ergebnisse zu Beginn der Ausführungen. Dies 
vervollständigt den Beweis, da die Wahl von wy € R? \ G beliebig war. 
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Schließlich wollen wir noch das folgende Resultat im Zusammenhang mit dem Wachs- 
tum des Dirichlet-Integrals beachten. Dieses stammt aus [52, Lemmata 4.4 und 4.5] 
beziehungsweise [55, Lemma 5.4.1]. Anders als in den angegebenen Quellen gestalten 
wir den Beweis insbesondere bei der zweiten Aussage detailreicher. Zudem nutzen wir 
zu Beginn des Beweises im Gegensatz zu [52] und [55] eine Darstellungsformel, die auf 
der ersten Greenschen Formel basiert. 


Lemma 5.6. Gegeben seien ag > 0 und ein beschränktes C'-Gebiet G C R? sowie 
Z € Wè? (G, R”®) und ge L!(G,R) mit 


|g(w)| dw < Mo o°% (5.34) 
B(wo,e) NG 
für alle B(wo, 0) C R?. 
Dann gelten g- Z € L*(G) und |g|-|Z|? € L!(G) sowie 
|9(w)| |Z(w)| dw < Mi (00, a, m) Mo |GI? |VZlza¢q) 0° (5.35) 
B(wo,e) 1G 


mit der Konstante 


1 


_ vm ( ao i -1(140) 
Milao, a,m) = = alaaa) nT? 
und 
Ig(w)| - |Z(w)|? dw < Ma(ao, a, m, A) Mo |G]? VZ?) 0°" (5.36) 
B(wo,e) NG 


mit der Konstante 
Aa 
Ma(ao, a, m, A) = Mı (a Page G-A) a,m) Mı (a0, Aa, m) 
für 0 <a <minfao,l} undO<A<I1. 


Beweis. Wir betrachten zunächst Z € C§°(G), welches wir außerhalb von G durch 0 
fortsetzen. 

Mithilfe der ersten Greenschen Formel erhalten wir wie in [59, Kap. V, §1, Satz 1] die 
Integraldarstellung 


Au) = | a= jū mer wi) a Zj(ŭ) dw 


für jedes j € {1,...,m} und alle w = (wi, w2) € G. 
Unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ergibt sich 


IZj(w)| < = Suza ARG 
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und daher mithilfe des Lemmas 2.4 


zu = (Fiz | 930] ssf — AC 
j=1 G j=l 
s% vn (Eivauoı) dü 
1 f m Be 
ral wm IVZ(ö)| aw 


für alle w € G. 
Entsprechend folgt 


ym 
Jù — w| 


1 2 x 

Wolow ff (gw) |Z (w)| daw . 
B(wo,e) IG B(wo,e)NG G 
Mit einem a € = min{ao, 1}) beachten wir 
Liz = Tora = 3 

|9(w)| —— Tem gj ZC) = (aCe)? ë - wl?) (ow)? ho - wi“ 72) 
für alle Ŭŭ € G sowie fast alle w € B(wo, 0o)NG und schließen aufgrund der Hölderschen 
Ungleichung 


la(w)||Z(w)| dw < Y Yro): Taleo, 2). (5.37) 


B(wo,a)NG 
wobei wir 
~ 2a—2 1 ~ 
n (wo. 0) J oola- wi?" > wa, 
B(wo,e)NG G 
Is(wo, 0) := J fiw )| ko — wl? |V Z(H) |? dw dw 
B(wo,e)NG G 
setzen. 


Indem wir uns an die Ungleichung von E. Schmidt aus [42, Lemma 4.3] erinnern, 
ermitteln wir 


1-a 
fw — w|? aw < — |G]* 
Q 


für jedes w € R?. 
Infolgedessen ergibt sich unter zusätzlicher Beachtung von (5.34) 


1-a 
f wfo- uawas "Ic f wlaw 


Blwo.e)NG G B(wo,0) NG (5.38) 


< 


a 
IGI® Mo 07° 
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Wir erklären nun die Funktion 
d= g(w) lw 
B(ö,r)N B(wo,e) NG 


und bemerken fiir alle r > 0 


dslr) < / Ig(w)| dw < Mor? (5.39) 
Blü,r)nG 
sowie 
Dar) < f |glw)|dw < Moo? (5.40) 
B(wo,e)NG 


aufgrund der Voraussetzung (5.34). 
Daraus folgern wir 


0 < r=? dalr) < Mord 5.41 
beziehungsweise 
0< ro alr) < Mo 0200 p20 5.42 


für alle r > 0 und schließen somit wegen ag > a > 0 


lim r Oa(r) = 0 5.43 
r>0 
aus (5.41) beziehungsweise 
„im, re palr)=0 (5.44) 


aus (5.42). 
Wir berechnen demnach für 0 < 01 < 02 


02 02 
Jen &,(r) dr = la Sa(r)] f + / dar I Oa (r) dr (5.45) 
gi 


[21 


mittels partieller Integration sowie unter Verwendung von (5.39) und (5.40) 


02 g 02 
IE r 21 65 (r) dr = IE r 21 6a (r) dr + / 2ar 1 O35 (r) dr 
o 


01 01 


Q 02 
< J 2a Mo p20 20-1 Jr + i 2a Mo p 20-1 oro dr (5.46) 
o 


Q1 


= | Q Mo Pn] e Ñ [-Mo pe 200 02 


20% [21 e 


= a0 Mo o2(o0-2) pak Mo pra? Ze Mo 05 ge A 


wo m= ag-@Q@ 
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Daher folgt aus (5.45) und (5.46) durch die Grenzübergänge 0, — 0+ sowie 03 — +00 


+00 


i r 2° Ol (r)dr< 
0 


ao 


Mo 0:0) (5.47) 


ap — a 


unter Beachtung von (5.43) und (5.44) sowie ag > a > 0. 
Wir wollen ®/,(7) noch genauer untersuchen. Dazu führen wir die Menge 


S}(r) = {¢ Si: w4+r¢ B(wo, 0) NG} 


für jedes 7 > 0 ein und erhalten damit 
r 
da= | Igwilaw= ff Istw+rglragdr 
B(w,r)N B(wo,e) NG 0 Si(r) 
bei Verwendung von Polarkoordinaten um ù. 


Dementsprechend erhalten wir fiir den Differenzenquotienten unter Beachtung des 
Mittelwertsatzes der Integralrechnung mit einem f € [r,r + h] 


rth 


nz | [Ina +rolracar = 


1 IALA 

in f Ism+rolsac 
r slr) Sif) 

für |A| < r. Somit folgt 


®_ (r) = lim Palr + h) - Balr) 


2 f lIl +rÖlrat. (5.48) 


Sar) 


Indem wir ein R > 0 derart wählen, dass B(wo, 0) N G C B(w, R) gilt, ermitteln wir 


bwo- f wla- o aw 
B(wo,e) NG B(w,R) N B(wo,e) NG 
R 
=| | re I9@+rolracar 
0 sfr) 


unter Verwendung von Polarkoordinaten um ù, das heißt w = w+r¢. 
Für jedes w € G ergibt sich daraus mit (5.48) 


R +00 
\g(w)| | — w|? dw = ee Ö,(r)dr < J r 29 ph (r)dr 

B(wo,e)NG 0 0 
und wegen (5.47) schließlich 


Ig(w)| lð- wl? dw < — 


B(wo,e) NG 


° — Mo 0%% , 
ap — a 
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Dementsprechend folgt 


lg(w)] jö - u IV Zw) dö dw < Me f VZ au 
ag-a 
B(wo,e) NG G ? G 


_ 2% 2(a0—a) 2 
= z Moo ® IV Zee - 


ao — 


In der Kombination mit (5.38) ergibt sich daher aus (5.37) 


la(w)||Z(w)] dw < My (ao, œ, m) Mo [GI IVZ] pace) =e 


B(wo,e) NG 


mit der Konstante 
Mı (ao, a,m) = 


Dies zeigt (5.35) für Z € CE (G). 

Es sei nun Z € WẸ? (G, R™) beliebig. Dann gibt es eine Folge {Z)},-19. in C°(G) 
mit ZW + Z in WI” (G, R”). 

Gemäß der Methode zum Beweis des Satzes von Fischer-Riesz wie unter anderem bei 
[61, Kap. VIII, 88, Satz 3] finden wir eine Teilfolge {ZW 19, die fast überall 
gegen Z konvergiert. Somit erhalten wir 


Iso Zw = | timint|g(w))|2%(w)| dw 
—0o 
B(wo,e)NG B(wo,e)NG i 
< liminf / \g(w)| |Z) (w)| dw 
jo 
B(wo,e)NG 
aufgrund des allgemeinen Konvergenzsatzes von Fatou aus [61, Kap. VIII, §4, Satz 6]. 
Da wir (5.35) bereits für 7“) € C5°(G) gezeigt haben, folgt 
|g(w)| |Z(w)| dw < lim inf Mi (ao, &, m) Mo |G]? |VZ || p2(@) 0° 
—0o 
B(wo,e)NG ’ a 
= Milao,a,m) Mo |G]? ( tim |VZ i2) ) °° 
jroo 
= Mı(ao,a,m) Mo |G]? ||VZ lz) °°“ 


für jede Kreisscheibe B(wo, o) C R?. 
Indem wir eine Kreisscheibe B(wo, o) derart wählen, dass G C B(wo, o) richtig ist, 
ermitteln wir insbesondere auch g- Z € L1(G) aus (5.35). 


Um (5.36) zu beweisen, nutzen wir das bereits gezeigte Ergebnis. Dafür erklären wir 
zu einem Z € Wo °(G,R™) die Hilfsfunktion 9 durch 


gw) := |g(w)| |4(w)| 


für w EG. 
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Es sei 0 < a < min{ag, 1} beliebig gewählt. Gemäß der vorangegangenen Argumenta- 
tion sind 9 € L(G) sowie 


Bwdw= f Zw) dw < Mo 0 
B(wo,0) NG B(wo,e) AG 
mit 
Mo = Mı (ao, a,m) Mo |G]? IVZ) >» (5.49) 
20 = 200 = al (5.50) 


und einem a’ € (0, a) richtig. 
Wir setzen a” := a — a’ und bemerken 


0<a-a' <1-a' <1 


sowie 


a’ 


0 <a- a < a-a < ao- 5 = ão 


wegen 0 <a’ < a < min{ao, 1}. Es gilt also 0 < a” < min{ão, 1}. 
Somit folgt 


[G(w)| |Z(w)| dw < My (ão, o”, m) Mo |G| © IVZllz2@) ee" 
B(wo,e) AG 
durch die Anwendung von (5.35) auf g und Z. 
Indem wir a’ = Aa mit einem X € (0,1) beachten, ergibt sich 
eo f AQ 
Mı (ão, a”, m) Mi(ao,a’,m) = Mı (co mee G-A) a,m) Mı (ao, Aa, m) 
=: Ma(ao, a,m, A) 
und wir erhalten schließlich unter Verwendung von (5.49), (5.50) sowie a’ + a” =a 
[g(w)| |Z(w)/? dw = i sw) |Z (w)| dw 
B(wo,9) NG B(wo,@) NG 
< M2(a0, a,m, A) Mo |G|? KARE gore ; 


woraus bei Verwendung einer Kreisscheibe B(wo, o) mit G C B(wo, 0) auch die Eigen- 
schaft |g| - |Z|? € L1(G) folgt. 


Bemerkung 5.3. Die Aussage des Lemmas 5.6 steht scheinbar nicht in Verbindung mit 
dem Dirichlet-Integral. Im Rahmen des Regularitätsbeweises im nächsten Abschnitt 
findet es allerdings mit g = |VX lh eine Anwendung. Dadurch wird die Bedingung 
(5.34) zu einer Voraussetzung an das Dirichlet-Integral von X*. 
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5.4 W??-Regularitat 


Bevor wir uns dem ersten Regularitatsergebnis und dessen Beweis ausführlich widmen, 
benötigen wir noch das folgende Lemma, welches uns die Existenz einer sogenannten 
Abschneidefunktion mit einer Wachstumsbedingung an ihren Gradienten gewährleis- 
tet. Dieses Lemma ermöglicht es, Modifikationen eines Minimierers als Testfunktionen 
in der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung zu verwenden. 

Die wesentliche Idee für den Beweis des Lemmas besteht darin, eine geeignet gewählte 
Funktion abzuglätten. Hierbei legen wir einen besonderen Fokus auf die Untersuchung 
des Gradientenwachstums. 


Lemma 5.7 (Existenz der Abschneidefunktion). Seien 0 < 01 < 02 < +œ und 
yo € R”. Zur Kugel B(yo, 02) C R™ existiert dann eine Funktion n € Ch°(B(yo, 02)) 
mit den folgenden Eigenschaften: 

a) Es ist 0 <n(y) < 1 für alle y € R™ erfüllt. 

b) Es ist n =1 in B(yo, 01) richtig. 


c) Mit einer von yo, 01 und o> unabhängigen Konstante Cy > ym gilt die Abschat- 


Ci für alle y € B(yo, 02) \ B(yo, 01)- 


zung [Vn(y)| < z2 


Beweis. Zunächst beachten wir, dass es genügt, die Aussage für yo = 0 zu zeigen, da 
die allgemeine Aussage durch eine Translation erhalten werden kann. 
Wir erinnern an die Standard-Glattungsfunktion aus der Bemerkung 2.11 


Bee Co exp (>) für |y| <1, 
0 für |y| >1 


und wissen ¢ € C™(R™) sowie supp(¢) = B(0,1) und d(y) = d(-y) für alle y € R”. 
Die Konstante Co > 0 wird dabei als Normierungsfaktor so gewählt, dass 


[oww f ows 
R™ B(0,1) 


gilt. 
Zu jedem e€ > 0 erklären wir dann die assoziierte Glättungsfunktion ġe durch 


und bemerken supp(¢-) = B(0, £) sowie 


foia f ewa f owsa (5.51) 
Rm B 


mithilfe des Transformationssatzes für mehrfache Integrale. 
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Für 0 <6 < 25% erklären wir die Funktion 


1 für vl <o +6, 
g2-S—lyl p 
et f 6 <|y| < o2 — ô 
95(y) Ba Ë et <ly < e2- ô, 
0 für |y| > o2 — ô 


und bemerken unmittelbar 


o- 278- (02 =) < o2 — ô — |yl gene age) 7 
02 — 01 — 26 02 — 01 — 26 02 — 01 — 26 
für o1 + 6 < |y| < a2 — 6. Demnach gilt 
0<gs(y) <1 


für alle y € R™. 
Wir zeigen nun, dass die durch 


nly) | Du f 9G +v) og(-B) | os + y) 650) a9 
R™ Rpm Rm 


für y € R” definierte Funktion den geforderten Eigenschaften genügt. 

Zunächst gilt aufgrund der Konstruktion unmittelbar n € C™(R™). Des Weiteren 
betrachten wir n(y) für ein y € R™ mit |y| > o2 — 8. Sei nun 9 € R” mit |y - ĝ| < Š 
beliebig gewählt. Es folgt dann 


& As 7 Wh 236 
e2- 37 lÊl <lyl—lélsly-al<5 


beziehungsweise || > o2 — ô. 


Wegen 
gw-0=G) 2) =0 (5.52) 


für |y — g| > 4 erhalten wir für |y| > o2 — 8 daher 


ny) = | gd) os(y-ag= f woran‘ 


IR B(y,$) 


unter Beachtung von |9| > o2 — ô für |y — ĝ| < a Somit folgen n(y) = 0 für alle 
y E€ R” mit |y| > a2 - 3 und insbesondere supp(7) C B(0, 02). Dementsprechend gilt 
n € 0%(B(0,02)). 

Wegen gs(y) > 0 und & 3 (y) > 0 für alle y € R™ entnehmen wir der Definition von 7 
unmittelbar 


o< f (9) dw- Hag = nly) 
sn 
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für jedes y € R” und gleichzeitig wegen gs(y) < 1 für alle y € R™ auch 
ny) = f Wu fogw- 
R™ R™ 


für alle y € R™ unter Beachtung von (5.51). Somit ist die Bedingung a) erfüllt. 
Im Falle y € B(0, 01) bemerken wir zunächst, dass für jedes 9 € R” mit |y — ĝ| < 2 
wegen 


7 : ô 
ld < lyl+lð -y< at 


insbesondere B(y, 3) C B(0,0ı + ô) folgt. Wir erinnern uns zudem an (5.52) und 
erhalten somit 


= f ow- | mio Ae 


Rm 


B(y,3) 
P RE 
B(y,3) B(0,8 


für alle ye B(0, 01), was der Eigenschaft b) entspricht. 

Daraus schließen wir direkt n,,(y) = 0 für jedes k = 1,...,m und alle y € B(0, 01). 
Unter zusätzlicher Verwendung von 7 € C§°(B(0, o2)) ergibt sich einerseits aufgrund 
der Stetigkeit von ny, sogar ny,(y) = 0 für jedes k = 1,...,m und alle y € B(0, 01) 
und andererseits wegen supp(n) C B(0, 02) zudem ny, (y) = 0 für jedes k = 1,...,m 
und fiir alle y € R” mit |y| > ge. 

Um die verbleibende Eigenschaft zu zeigen, wollen wir zunächst einsehen, dass die 
Funktion gs in R” gleichmäßig Lipschitz-stetig ist. 

Für y, € B(0, 01 + 6) berechnen wir 


sy) — g0) = |1- 1|=0 < Lly- ĝl 
und analog für y, ĝ € R™ \ B(0, o2 — 6) 
lgay) — gs(9)| = [0 - 0| = 0 < Lly - ô| 


mit einem beliebigen L > 0. 
Hingegen ermitteln wir für y, € B(0, o2 — 6) \ B(0, o1 + ô) 


los) = g0) = ag e- 5 lul) = (ea -5- Ia 


— A 
= y YS 
02 — 01 — 26 


yY 
02 — 01 — 28 
wobei wir 
llul - lgll < ly - ôl 


aufgrund von 


lg] = ly- ôl (5.53) 
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und 


lal- lyl =l- y+ yl- lul < l8- yl +lyl-lyl=ly- ĝl (5.54) 


genutzt haben. 
Im Falle y € B(0, o1 + 6) und ĝ € R™ \ B(0, o2 — ô) ergibt sich 


1 
ĝ) =|1-0|=1= 26 
Ist) ~ I = [1 ~ 0] =1 = 5, (00 ~ a ~ 28) 
He 
02 — 01 — 26 Ei ee 2 


unter Beachtung von |ĝ| — |y| > o2 — ô - (01 + ô) = o2 — 01 — 26 und (5.54). 
Für y € B(0, o2 — 6) \ B(0, 01 + 6) und g € R™ \ B(0, o2 — 6) erhalten wir 


N 02 — 9 - |yl 1 
= 0| = ô 
Igaly) — gs0) 26 PERS T) lo2 lull 
1 
= ô 
Bere (02 lul) 
1 x 
< en a a ea = 
z-a z al lul) 
t Weil 
= eae =o 


wegen |y| < o2 — 6 und |g] > o2 — 6 sowie (5.54). 
Schließlich ermitteln wir für y € B(0, 02 — ô) \ B(0, o1 + ô) und Je B(0, o1 + ô) 


` o2 — ô — |y] | oi +ô- |y] 
sia! 1| = 
las(y) — ga (0) bore 28 A, 
1 
= Hô 
ler) 
1 N 
ee DB TE 
zo z5 IT Ia) 
CN y-3l 
29-01 — 26 site 


unter Verwendung von |y| > 01 + 6 und |g| < o1 + ô sowie (5.53). 
Indem wir alle Falle zusammenfassen, folgern wir stets 


1 A 


= ee en Man 
l95(y) — 95(9)| < 3—0, 25 ly — ôl 


für alle y, ĝ € R”. 
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Daher schließen wir 


In(y + hex) — n(y)| = 


J (GG + y+ hex) ~ g(0 +) 0,0) 9 


R™ 
< f \gsG+y+ her) - sta + 1050) ag 
R™ 
< | ng helg 0)d 
S J goa UL 
R™ 
1 J 
Se ag J jdg=— > jh 
ee A = nae | 
für alle y € R”, alle h € R und jedes k =1,..., m. Infolgedessen berechnen wir 
nly + her) — n(y) | 1 
= < 
Im. (¥)| = lim h Sn 


für y € R” und jedes k=1,...,m 
Schlussendlich ergibt sich 


1 
IVin(y)| > In)" < vm Bean (5.55) 


für alle y € R™. Wegen 0 < 6 < @5* finden wir ein A € (0,1), sodass 
02 7 01 


d= 


richtig ist und erhalten damit aus (5.55) 


1 ne By 2G 
(l-A)(@2-@1) 1-Agm-o 8-0 


IVin(y)| < Vm 


für alle y € R”, wobei wir Cy := am > /m gesetzt haben. 


Bemerkung 5.4. Wie beispielsweise in [39, Theorem 1.4.1] basiert ein Beweis für die 
Existenz einer Abschneidefunktion in vielen Arbeiten meist darauf, eine entsprechend 
gewählte charakteristische Funktion zu glätten. Auf die Eigenschaft c) wird dabei meist 
nicht oder nur unspezifisch eingegangen. 

Der hier durchgeführte Beweis mithilfe der Lipschitz-stetigen Funktion gs liefert so- 
gar eine untere Schranke an die auftretende Konstante C,. Zudem ist eine Verallge- 
meinerung der Methodik auf eine beliebige kompakte Menge unter einer geeigneten 
Anpassung der Funktion gs möglich. 


Wir sind nun ausreichend vorbereitet, den ersten Teilbeweis für die Hölder-Stetigkeit 
der ersten Ableitungen eines Minimierers X* des zu f gehörenden Funktionals Z zu 
zeigen. Dessen Ziel ist der Nachweis der Zugehörigkeit von X* zur Klasse W2?(G). 
Dafür ist eine Konkretisierung der Voraussetzungen an f notwendig. 

Methodisch folgen wir dem ersten Teil des Beweises in [37, Abschnitt 4.2], erweitern die 
Aussage auf konvexe Gebiete und gehen stärker in die Details ein. Allerdings verwenden 
wir dabei andere Voraussetzungen an f, die sich an [55, (1.10.8)] orientieren. 
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Satz 5.3 (W??-Regularität). Es seien G C R? ein beschränktes, konvexes Gebiet 
der Klasse C? und eine Funktion f: G x RÌ x R3*? >Re C?(G x R? x R’*2,R) mit 
f(w, X,p) derart gegeben, dass mit Konstanten 0 < Mı < Mz < +00 


M |p|? < f(w, X, p) < Me |p)? (5.56) 
für alle (w, X, p) € G x R? x R?*? gilt. 


Gleichzeitig mögen Konstanten 0 < Mı < Ma < +00 existieren, sodass 


2 3 
MAPS E E hapi S Mhl (5.57) 
k l=1 i j=1 


für alle (w, X, p) € G x R? x R3*? und alle y = (71,72) € R”? richtig ist. 
Zudem gebe es zu jedem R > 0 ein M(R) > 0, sodass 


IVx fw, X pP + [Vut X p| + [Vex Fw. X, p|? < MR) (1+ pP) (6.58) 
und 
[Vp f (w, X, p) + |V2xf(w, Xp + [Vw XD]? < MR) (1+ pP) 6.59 


für alle (w, X, p) € G x R® x R?*2 mit |w|? + |X|? < R? erfüllt sind. 

Des Weiteren seien Yo € W!?(G) gegeben und X* € W17(G) N L®(G) ein Minimie- 
rer des zu f gehörenden Funktionals T über der Menge aller X € W'?(G), die der 
Bedingung X — Yo € wè? (G) genügen. 


Dann gilt auch X* € W2?(Q), das heißt X* € W??(Go) für alle Go CC G. 


Beweis. Zunächst bemerken wir, dass durch die Bedingungen (5.58) beziehungsweise 
(5.59) unter Beachtung der Beschränktheit von G und des Lemmas 2.2 insbesondere 
auch die Bedingungen (5.2) beziehungsweise (5.3) des Satzes 5.1 erfüllt sind. Des Wei- 
teren erkennen wir, dass aufgrund von (5.56) zusätzlich die Voraussetzung (5.1) des 
Satzes 5.1 eingehalten wird. Somit kann die Aussage des Satzes 5.1 ohne Einschrän- 
kungen angewendet werden. 


Wir wählen ein hinreichend kleines ho > 0, sodass Gho # Ø ein Gebiet der Klasse C list. 
Es sei Y € WE’ (Gho) AL (Gh) eine beliebig gewählte Funktion, die supp(Y) C Gh, 
erfüllt. Diese können wir ohne Weiteres auf ganz R? erweitern, indem wir Y = 0 auf 
R? \ Gho setzen. Wir erkennen dann, dass der Differenzenquotient 


ALG = . (Y (w — he) — Y (w) 


für 0 < |h| < ho zur Klasse Wwa? (G) NL®(G) gehört. Somit ist — A—p Y eine zulässige 
Testfunktion der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung gemäß Definition 5.1. Gleich- 


zeitig bemerken wir supp(— A-r Y) C G für 0 < |A| < ho und erhalten infolgedessen 
auch — A_, Y € W1(Q) für jede offene Menge Q C R? mit G C Q. 
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Aus der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung folgt daher mithilfe des Teils a) aus 
Lemma 5.2 zunächst 


0= [Ao xFlw, x", VX") -(— A_nY) + Vof(w, X", VX") -V(— An Y)} dw 


- f £7 xF(w, X", 9X") -A_,Y + Vpf(w, X*, VX") -A_,VY} dw 


für 0 < |A| < ho, wobei wir hier wie auch im Rest des Beweises stellenweise das 
Argument w aus Gründen der Übersichtlichkeit unterdrücken wollen. 

Mithilfe des Teils b) aus Lemma 5.2 ermitteln wir daraus unter zusätzlicher Beachtung 
von supp(Y) C Gho 


0= [anvxttwx,vx)) -Y + (AnVpf(w, X*,VX*))- VY} dw 
G 


(5.60) 
= J {(AnVxf(w, X*,VX")) -Y + (AnVpf(w, X*,VX")) VY} dw 


Gho 


für 0 < |A| < ho. 
Wir betrachten die auftretenden Differenzenquotienten in den Skalarprodukten für 
jede Komponente. Zunächst gilt 


Rufe (v X*,VX*) (5.61) 
= Lipy, (w + he, X*(w + he), VX*(w + he)) — fx,(w, X* (w), VX*(w))] 


fè 


für fast alle w € Gay, für 0 < |h| < ho und i € {1,2,3}. 
Wir schreiben verkürzend 


[fx (w + the, X*(w) + th An X* (w), VX* (w) + th An VX*(w))] dt 


TR 
| a 


T(t) := (w + the, X*(w) + th An X*(w), VX*(w) + th An VX*(w)) 


beziehungsweise lediglich TPO, sofern die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht, 
und berechnen 


© [Fx TPA] = Pauw TE (t))(he); 


+ SRAC TY? (t)) h An XF(w) (5.62) 


+ se are ()) h An (Xi, (w))s 


k=1j=1 


für fast alle w € Gh, für 0 < |h| < ho sowie für i € {1,2,3}. 
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Ebenso erhalten wir 


u KR) (5.63) 


== [hy (w + he, X*(w + he), VX*(w + he)) = fy (w, X* (w), VX*(w))| 


A =; 


=; /$l fpi (w + the, X*(w) + th An X*(w), VX"(w) + th Ay VX*(w))] dt 
0 


sowie 


2 


© [A(t ))| = hmm Te VE) (he); 


3 


+ Sopa (PAPO) h An XG) (5.64) 
+ TO Fug (TO )) h An KW); 
k=1j=1 


für fast alle w € Gho, 0 < |A| < ho sowie für i € {1,2,3} und l € {1,2}. 
Wir setzen 


Ail(w,h,e ze (T°) (t)) dt i,j =1,2,3, k,l =1,2), (5.65) 
DER 
0 
Bi,(w,h,e =f f TH) dt E12, 1=1,2), (5.66) 
0 
habe) i e G=123, G1 = 1,2), (5.67) 
0 
Bi, w,h,e = f fix, pi TUAH) at i, j = 1,2,3, k=1,2), 
0 
Djj(w, h,e = [run (DO) at ij =1,2,3), 
0 
Eyj(w,h,e = [Fr ) at i=1,2,3, = 1,3) 
0 
für fast alle w € Gp, und für 0 < |h| < ho, wobei wir auch hier die Richtung e als 
Argument unterdriicken, sofern diese aus dem Kontext ersichtlich ist. Wir schreiben 
dann beispielsweise nur Aj? (w, h) anstelle von Ajj (w, h,e). 
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Damit folgt aus (5.60) unter Verwendung von (5.61) und (5.62) sowie (5.63) und (5.64) 


2 3 
= [Exe Ve (w, h) An (Xi, (w)); dw 


Gn =L 1 k=1j=1 


2 3 3 2 
+ J EE Ya): (= Bi, (w, h) An X3(w) + I. Ch (w, me) dw 
l=1 i=1 j=l j=l 


2 3 


= [rign (w,h) An (X%, (w)); dw 


k=1j=1 


3 3 2 
2 / 5y; biz w, h) An X¥(w) + Y Eij(w, h)(e); Je 


Gry = j=l j=l 


(5.68) 


für 0 < |h| < ho. 


Bevor wir uns mit dieser Gleichung weiter befassen, wollen wir vorbereitend die eben 
eingeführten Funktionen näher untersuchen. 

Dafür bemerken wir zuerst, dass aufgrund der Eigenschaft X* € L°°(G) eine Konstante 
R > 0 existiert, sodass |X*(w)| < R für fast alle w € G gilt. Dementsprechend ergibt 
sich zusätzlich 


|X*(w) + th An X*(w)| = |t X*(w + he) + (1 — t) X*(w)| 
< t|X*(w + he)| + (1-8) |X*(w)| <tR+(1-DR=R 


für fast alle w € Gay, für 0 < |A| < ho und alle t € [0,1]. 
Daher finden wir eine Konstante Ro > 0, sodass 


wl? + |X*(w)|? < Re 
fiir fast alle w € G ebenso wie 


jw + the|? + |X*(w) + th An X*(w)|? < RZ (5.69) 


für fast alle w € Gho, für 0 < |A| < ho und für alle t € [0,1] richtig sind. Infolgedessen 
können (5.58) und (5.59) mit der Konstante Ro einerseits auf (w, X*(w), VX*(w)) für 
fast alle w € G und andererseits auf TPA) für fast alle w € Gh, für 0 < |h| < ho 
und für alle t € [0,1] angewendet werden. 

Zunächst folgt für alle y = (71,72) € R3*? wegen 


SE Alena | = > Faini TPO) WR At 
k I= 


1ij=l 0 kl=1ij=1 


unmittelbar aufgrund der Voraussetzung (5.57) 


2 3 u DAN 
Mih Y % Ak h) vik < Me? (5.70) 


kl=1i,j=1 
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und somit unter Beachtung des Lemmas 2.5 auch 
Alu, h)| < M (5.71) 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Im weiteren Verlauf nutzen wir die Kurzschreibweisen 


pi) (t) := VX*(w) + th An VX*(w) =tVX*(w+ he) + (1 — t) VX*(w) 


sowie 
1 k 
A eu (he) (4) |” 
p(w, h,e) = | (1+ |p|”) at 
0 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |h| < ho. Auch hier schreiben wir lediglich ph (t) 
beziehungsweise A,(w, h), wenn die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht. Wir 
bemerken zusätzlich 


TA) (t) = (w + the, X*(w) + th An X* (w), plh)(#)) . 


Mithilfe der Hölderschen Ungleichung berechnen wir dann 


of <(Jinsaoria 
<(flnscrtn'a) (fra) 
0 


[Bij (w, h)| of, x, TPO) 


für i, j = 1,2,3 und l = 1,2, woraus unter Verwendung von (5.69) und (5.59) 


2 3 9 Tag 08 
DD ients SE D mon] a 
l=1tj=1 0 


l=1i,j=1 


7 2 
< M(Ro) f ( + |p (0) Ja 
0 
beziehungsweise 
2 3 : 2 
YY [Bilo h| < M(Ro) Alw, h) (5.72) 
l=1i,j=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho folgt. 
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Analog erhalten wir auch 


Dr Lg 
yon DI], TOL at 
Uj=1i=1 o LJ=1i=1 
r 2 
< M(Ro) ih (14 ra) Ja 
0 
beziehungsweise 
OB 5 
E % Ci, h|" < M(Ro) Alw, h) (5.73 
Lj=1 i=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Zudem gilt unter der Bedingung, dass wir die zweiten Ableitungen von f nach X; und 
pj, vertauschen können, insbesondere BÍ (w, h) = B},(w,h) für fast alle w € Gho und 
für 0 < |h| < ho. Aus (5.72) ergibt sich so für fast Sle w € Gho und fiir 0 < |h| < ho 


> > AR) = 3 > [Bh Cw. hy)” <M(Ro)Aılw,h). (5.74 


k=1i,j=1 k=1i,j=1 


Wiederum unter Verwendung der Hölderschen Ungleichung ermitteln wir auch 
1 2 
< (/ ixx TPA] x) 


«(esasan (ig 


al 
= |f TPO at 
0 


2 


1 
[Dalo hP =| f fa TOO) 
0 


für i, j = 1,2,3 und dementsprechend aufgrund von (5.69) und (5.58) 


3 RE 
D Din? < | D eTO at 
i j=1 0 ig=l 


< uo | (1+ PPOP) a 
0 


beziehungsweise 
3 
X |Dy(w,h)|? < M(Ro) Aa(w, h) (5.75) 


ij=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
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Analog gilt auch 


3 


Me 


3 2 1 
Sey? < [II frien TPO a 
i=1 j=l 


0 i=1j=1 
1 A2 
< M(Ro) f (1+ AIG) ) dt 
0 
beziehungsweise 

3.58 
VI E(w, h)? < M(Ro) Aa(w, h) (5.76) 
i=1 j=1 


für fast alle w € Gh, und für 0 < |A| < ho. 


Mit diesen Überlegungen kehren wir zurück zur Gleichung (5.68) und wollen Y geeignet 
wählen. Auf einer Kreisscheibe B(wo,2r) C Gp, erklären wir mit 0 < r < 2r < +00 
die Abschneidefunktion n € C° (B(wọ, 2r)) gemäß Lemma 5.7 mit den entsprechenden 
Eigenschaften. 

Für ein beliebiges h € R mit 0 < |h| < ho setzen wir Y (w) = n(w)? A, X*(w) für 
w € Gp, und berechnen 


Yon (w) = 2(w) thy (W) An X*(w) + (w)? An XG, (w) - 


Insbesondere bemerken wir Y € WE? (Gho) N LX(G7,) und supp(Y) C Gho- 
Aus (5.68) folgt damit 


2 8 N 
>,» AK, w)) Aylw,h) An (XG, (w)); dw 
Geil 


2 3 Do 
+ [ m Im An XWD D ARC, h) An (Xi (w)) dw 


Gu  =1i=1 k=1 j=1 
2 3 3 2 
is [PLA ils Bi; (w, h) An X¥(w) + I Ci (w, h)(e); Ja 
Gy, Li =1 j=1 
2 3 3 
+ [2d An X; > Bi,(w, h) h) An Xj (w) Yiu, h)(e); ) dw 
Gro l=1 i=1 =1 j=1 
3 2 3 
+ [PENRY Y Biuw,h) h) An (X$, (w)); dw 
Gio i= k=1j=1 
3 3 2 
f [PENX (= Dj; (w, h) An x70 X Bate] dw 
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beziehungsweise 


ID Anl& (u) Ail (a,b) An (X, (ol); dw (5.77) 
Gho k, l=1 i, j=1 


2 3 
=- [m ne An XP) Sa i (w, h) An (XZ, (w)); dw 


Gho l=1 i=1 k=1 j=1 


2 3 
p2 AK on (Bike ma tj) +F Chom y) 


Gig Ja 
-f mY Yoe An X}(w (Sa w, h) Ar X} (w) +), Ci(w, h)(e); Ja 
Gho j=l 
-fi Dani (w) SES, (w, h) An (X, (w)); dw 
Gho k=1j=1 
3 3 2 
u f TI AX (w) (= Dij(w, h) An X$ (w) + $ suteen] dw 
Gho — j=l j=l 


fiir 0 < |h| < ho. Wir werden jedes Integral in der Gleichung (5.77) separat untersu- 
chen. 


Zunächst gilt unter Verwendung von (5.70) mit y = (A; Xi, (w), AnX%,,(w)) 


= > An(X%,(w)); Aw, h) An (XE, (w))j > Mi |AnVX*w)|? (5.78) 
kl=1i,j=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Wir wollen uns nun mit dem zweiten Integral näher befassen. Dazu wenden wir zu- 
nächst die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation über 7 an und erhalten 


2 3 
> X ho An X (w) 3 > Au (w, h) An (X we (w)); 


l=1i=1 k=1j=1 


ı (5.79) 


2 Bf AB h 2 
< I mul |AnX*w)| | (= >> Alw, h) An (XS, ws] 


l=1 k=1 j=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Aufgrund der Eigenschaft (5.71) bemerken wir 


Ex (w, h) An (XE, wy) < (SSi laute] 


k=1j=1 k=1j=1 


2 3 2 
< (= Yo Ma |An( Xi, ws] 
k=1j=1 
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und folgern mithilfe des Lemmas 2.4 bezüglich der Summation über j 


2 ı\ 2 
2 3 2 2 
DAN Aw) ETA DEA [AXi (wo); 
k=1 j=1 k=1 j=1 
2 2 
= 3M2 (>: aXe] 
k=1 
woraus durch nochmalige Verwendung des Lemmas 2.4 
2 AN 
2 2\ 2 
Sy (w, h) An (Xi, (w));| <3 M3 va (92 jaxa) ) 
k=1j=1 k=l (5.80) 


= 6 M3 |A,VX*(w)|? 


für fast alle w € Ga, und für 0 < |A| < ho folgt. Dementsprechend ergibt sich aus (5.79) 
unter erneuter Beachtung des Lemmas 2.4 für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho 


2 3 
IM An X7(w) DI (w, h) An KW); 


1=1 i=1 k=1 j=1 


2 3 3 (5.81) 
< JAX (W) I Mhal (Zom avzo) 


i=l i=1 


< 6 Mz |A,VX*(w)| [An X*(w)||Vn] . 


Mit Blick auf das dritte Integral liefern die Dreiecksungleichung und die anschließende 
Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation bezüglich i 


2 3 3 2 
YY AX}, (w) (= Bi,(w,h) An X3 (w) + X Ci, (w, mos) 
l=1 i=1 


j=l j=l 


2 3 3 
< [EE Aan WI Bi lw, h) An XF(w) 
I=1i=1 j 


3 


LI Ani w) I Ci (ws YC); 
l1=1 i=1 


j=l 


+ 


(5.82) 


2 3 (3 : 
22 [Anxi w)| 2 (= Bi;(w,h) An x) 


i=1 


+E) | a 2 Ci;(w, h)(e); ) 
l=1 =l 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
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Mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz berechnen wir 


3 $ 3 2 3 2 
Bi (w, h) An x) < (= X [Bi (wh) j (Bass 
j (5.83) 


j=l j=1 
Pay ae 2 
= AX w) E Bil, h| 


) (=: (or) 
Zu (5.84) 


= |el? 3 CACAN 
j=l 


sowie 


2 2 2 
(= cise. < (= KAG) 


und erhalten aus (5.82) 


2 3 2 
SOE AXE, (w) (= Bi;(w, h) An X}(w) + X` Ci,(w, mos) 
l=1 i= j=1 


1 j=l 


1 
2 


ij=1 


<A [Anxi w| - syen) 
I=1 } 


-|e| > Ant, (w) | > |o} (w, h) ) al 
1-1 


i=1 j=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Eine jeweilige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summen über 
l ergibt 


2 3 3 2 
II Aw): (= Bi;(w,h) An XF(w) + $ Ci, (w, mes) 
l=1i 


=1i=1 j=l j=l 


X 
2 
< |A,X*(w)| |AnVX*(w)| bp > |Bij (wh) ) 
l=11,j=1 
a 


+ lel |A, VX*(w)| (= PDCA CAD] i 
bastiset 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Mithilfe der Abschätzungen (5.72) und (5.73) gelangen wir damit fiir fast alle w € Gp, 
und für 0 < |A| < ho zu 


2:03 3 2 
SO SE AXE, (w > Bi,(w,h) An Xš (w) +2, Cian h)(e); ) es 


l=1i=1 j=l = 


< |AnVX*(w)| an ((AnX*w)| + lel) - 


5.4 W??-Regularitat 145 


Auf ähnliche Weise wie in (5.82) erhalten wir mithilfe der Dreiecksungleichung und 
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auch 


E: 3 2 
II Mm An Xi (w) (= Bij(w,h) An Xj (w) + I Ci (w, mos) 


l=1 i=1 j=1 j=1 


2 3 /3 7 
< |AnX*(w)| I mul | DL (= Bi;(w,h) An x) (5.86) 
= 


i=1 je 
i 
2 3 A Ai 
HAX W] I, Imal | DI | X Ci, le); 
= i=l \j=1 


und mit (5.83) sowie (5.84) und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz entsprechend 


2; 3 3 2 
II" An XP (w) Zi» Bi,(w,h) An X; (w) + > Ci;(w, h) o) 


l=1 i=1 j=1 


l=1i,j=1 


2 3 3 
< |AnX*w) [Vn (= > Bi) 
+ |AnX*(w)| el [Vn] > > cheant) 


l j=1 i=1 


beziehungsweise mit den Abschätzungen (5.72) und (5.73) 


l=1 i=1 j=l j=l 
< [An X*(w)||Vn| y M(Ro) Ar(w, h) (|AnX*(w)| + lel) 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Fiir das vorletzte Integral bemerken wir mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 
zunächst 


5343 3 2 
SS mw, An X$ (w) (= Bij(w, h) An X} (w) + D7 Cij(w, h)le); (5.87) 


3 24:3 4 
5 Ark; (w) LS YB Bi,(w, h) An Ku p(w))j 


i=l k=1j=1 


< |AnX*(w)| 2 > > Bix(w,h) An (Xi, cy 


k=1j=1 


für fast alle w € Gp, und fiir 0 < |A| < ho. 
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Durch zweimalige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz ermitteln wir 


2 


2 3 
(Er w,h) An (X, oy 
k=1j=1 


2 
2 3 2 2/3 2 
<| DHCD PD ao] 
k=1 \j=1 j=1 
1 2 
2 Bey 9\ 2 
=D (= Bi, (w of [Arn (w)| 
k=1 \j=1 
a3 5 
< |E Bun] (>: [An w) ) 
k=1 j=1 k 
PE cae ee 3 
= |AnVX*(w)? (22 Bi] | ; 
k=1 j=l 
woraus unter zusätzlicher Beachtung von (5.74) unmittelbar 
EN ARE 2 
[II Bh wh) A) SIR [rm 
i=1 \k=1j=1 k=1 ij=1 
< |AnVX*(w)|? M(Ro) Aı(w, h) 
für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho folgt. 
Somit ergibt sich aus (5.88) 
an ,, 
222 in(, h) An (XG, (W); 
= re (5.89) 


< |AnVX*(w)| |AnX*(w)| \/M(Ro) A1 (w, h) 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 

Schließlich wollen wir das letzte Integral der Gleichung (5.77) näher betrachten. Ähn- 
lich wie bereits in (5.82) erhalten wir unter Verwendung der Dreiecksungleichung und 
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir fast alle w € Gh, und für 0 < |h| < ho 


Daw i> Dij(w, h) An Xž(w) +), Eij(w, mos) 


j=1 j=1 


3 3 ar 
<A WIS (= Djj(w,h) An x) 


i=l \j=l 


3 2\ 2 
+ 1AnX*(w)l | I (Brno) l 
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Eine nochmalige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz führt auf 


(are h) An X3(w JE Bra ‘) (Ela ) 


j=l 


= |AnX*(w)/? > [Dij(w, h)|? 


sowie 


(ean «(ne (Ee 


= lel’ 5 |Eij(w, h)l? 


J= 


und infolgedessen auf 


3 3 2 
So An XF(w) (= Dij(w, h) An X$ (w) + X Eig(w, nos) 


i=1 j=1 j=1 
1 


3 3 3 2 2 
< |AnX*(w)/? (= Due) + |AnX*(w)| lel Er) 


ij=l i=1 j=1 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Schließlich verwenden wir die Abschätzungen (5.75) sowie (5.76) und gelangen zu 


3 3 2 
A xX} w Dij w, h A X; w Ei; wih e)j 
DAX Ts (mh) An Kt) +) Bul o) m 


< [An X*(w)| y M(Ro) A2(w, h) ((AnX*(w)| + lel) 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 


Mit diesen Ergebnissen kehren wir zurück zur Gleichung (5.77) und bilden auf beiden 
Seiten den Betrag. Aufgrund der Abschätzung (5.78) ist der Integrand der linken Seite 
fast überall nichtnegativ und wir können auf die Betragsstriche verzichten. Anschlie- 
Bend verwenden wir (5.78) auf der linken Seite als untere Schranke. 

Gleichzeitig nutzen wir auf der rechten Seite die Dreiecksungleichung und schätzen 
jedes Integral unter Verwendung von (5.81), (5.85), (5.87), (5.89) sowie (5.90) einzeln 
ab. 
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Insgesamt ergibt sich dann aus (5.77) 


i, mM, |A,VX*(w) 2 dw 


Gho 


< / 276 Mz |A,VX*(w)| |AnX*(w)| [Vn] dw 


Go 
/ n? |ARVX*(w)| 4/M(Ro) Ar(w, h) (|AnX*(w)| + lel) dw 
Eng 
+ / 27 |AnX*(w)||Vi| y M(Ro) Ar(w, h) ((AnX*(w)| + Jel) dw 
Gho 
I n2 |AnVX*(w)| |AnX*(w)| /M(Ro) Ar (w, h) dw 
+ J n? [An X*(w)| y M(Ro) Ao(w, h) (An X*(w)] + lel) dw 


für 0 < |h| < ho. 
Mithilfe des Lemmas 2.1 ermitteln wir für beliebiges € > 0 


26 Mz |AnVX*(w)| |AnX*(w)| [Vn] < en? 36 M3 |A,VX*(w)]? 
+ 21m AnX*(w)P 
und 
n? |AnVX*(w)| y/M(Ro) Au, h) [AnX"(w)] < 5-0? M(Ro) Alw, h) [An X") 
+ Sn? |AnVX*(w))? 
sowie 
n? [An X* (w)| y/M(Ro) Alw, h) lel < zen? M(Ro) A(w, h) lel? 
+ 50? |AnVX"(w)/? 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Gleichzeitig entnehmen wir dem Lemma 2.1 für € = 1 auch 


2m|AnX*(w)| [Vn] y/M(Ro) Ay, h) [AnX*(w)| < m? M(Ro) Ar(w, h) [An X*(w)? 
+ [Vn]? |AnX*(w))? 
und 


2n|AnX*(w)| [Vn] y/M(Ro) Ai(w, h) lel <n? M(Ro) Ai (w, h) le]? 
+ [Vn]? |AnX*(w)? 
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ebenso wie 


E ea 1 
n 2 /M(Ro) ) A(w, h) |[AnX*(w)| lel < z" 2 \/M(Ro) Ao(w, h) (An X* (w)? 
+ in? y/M(Ro) Alw, h) lel? 


für fast alle w € Gh, und für 0 < |A| < ho. 
Insgesamt ergibt sich damit 
Mı / n? |A,VX*(w)|2dw < € (36 M2 + 5) ‘i n? |A,VX*(w)|2 dw 
Gho ho 
E) f TnP AX P w (5.91) 


Gho 


(2 
(1 3 f n? M (Ro) Ai (w, h) |AnX*(w)|? dw 
( 
3 
ee 


Gho 


=) REN le dw 
Fe Ale) An X* (w)? dw 
n? /M(Ro) Aa(w, h) je]? dw 


für 0 < |A| < ho. 


Wir berechnen unter Verwendung der Dreiecksungleichung und des Lemmas 2.2 fiir 
jedes t € [0,1] 


1+ |p) =1+4|tVX*(w + he) + (1-1) VX*(w)|? 
< 1+ (lL VX*(w + he)| + |(1 — t) VX*(w)|)? 
2143 (It VX*(w + he)’ + (1-1) VX*(w)|) 
<2 (1 + |VX*(w + he)|? + |VX*(w))) 


und erhalten daraus fiir k € {1,2} 


(1 + Pop) a 


(2 (14 IVX*(w + he)? + |VX*(w))?)) at 


Arglw, h) = 


2 (5.92) 


Om OL 


k 
= 2 (1 + |VX*(w + he)|? + |VX"(w)|”) 


für fast alle w € Gp, und fiir 0 < |A| < ho. 
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Indem wir 


M(Ro) := max { MCR), VM) } 
setzen, erkennen wir 
M(Ro) Aı(w, h) < 2M (Ro) (1 + |VX*(w + he)|? + IV w) (5.93) 


und 


M(Ro) Az(w, h) < 2M (Ro) (1+ |VX*(w + he)? +|VX"(w)I?) (5.94) 


für fast alle w € Gp, und für 0 < |A| < ho. 
Somit genügt es, die Integrale 


2 j n? NI(Ro) (1 + [VX* (w + he) |? + [VX"(w)|?) [An X* (w) dw (5.95) 


Gho 


und 


2 i n? MI(Ro) (1+ |VX*(w + he)? + [VX"(w) |?) lel? dew (5.96) 


Gho 


anstelle der letzten vier Integrale auf der rechten Seite in (5.91) zu betrachten. Dazu 
werden wir die Integrale in (5.95) und (5.96) in einzelne Summen aufteilen. Wir be- 
trachten zunächst (5.95). 

Unter Verwendung der Eigenschaften von 7 und des Teils a) aus dem Satz 5.2 ergibt 
sich unmittelbar 


/ n? ME (Ro) |AnX*(w)| dw < M(Ro) Í IAr X* (w)? dw 
Gh B(wo,2r) (5.97) 
< M(Ro) D(X*,G) 


0 


für jedes h € R mit 0 < |h| < ho. 

Für die Untersuchung der anderen beiden Summanden aus (5.95) müssen wir etwas 
ausführlicher vorgehen. Zu beliebigem w € Gh, erhalten wir aufgrund der Vorausset- 
zung (5.56) mithilfe des Lemmas 5.4 zunächst 


2a0 
/ IVX*(w) dw < J |V X* (w)? dw (2) (5.98) 
20 
B(w,o) B(%,oo) 
für 0 < o < oo < dist(G;,, 0G) = ho, wobei 2a9 = M,/M; gilt. 
Zusätzlich folgt aus dem Lemma 5.4 mit © + he € A;,G), und 0 < |h| < ho auch 
o 2a0 
IVX*(w)|2 dw < / |VX*(w)|2 dw (2) 
B(ü+he,o) B(w+he,o0) = 


für 0 < o < a < dist(A,Gp,,9G) = ho — |hl. 
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Es ergibt sich daher mit w € Ga, und 0 < |h| < ho 


J 17x" + he) Paw = / |VX*(w)|? dw 


B(ö,e) B(üö+he,o) 
2ao 
< VX*(w)|?d (2) 
< | wre (2 (5.99) 
B(ü-+he,oo) 
0 2ao 
= i |V.X*(w + he)|? dw (2) 
20 
B(w,00) 


für 0 < o < 2 < dist(A,Gno,G) = ho — |Al. 
Wir setzen 00 = sho und erhalten dementsprechend für jedes ® € Gh, und 0 < |A| < o0 
unter Beachtung von B(ü, 00) C G sowie B(w + he, oo) C G aus (5.98) und (5.99) 


o 2a0 o 2a0 
IVX*(w)|2 dw < / IV X* (w)? dew (2) < D(X*,G) (2) 
BC) B(:i,00) i i 


beziehungsweise 


2a0 
ik VX*(w + he)|? dw < / |VX*(w + he)|? dw (2) 
0 
B(%,0) B(w,00) 
o 2a0 
<Da (£) 

20 
fir 0 < o < o0. 
Daraus folgt für 0 < |A| < oo wegen Gp, N B(ü,o) C B(w, o) 


0 2ao 
J |VX*(w)|? dw < D(X*,G) (2) 
Gho NBC, 0) k 


sowie 


2a0 
|VX*(w + he)|? dw < D(X*,G) (2) 


3 20 
Gho N Böse) 


für alle © € Gho und alle o € (0, 00] und schließlich unter zusätzlicher Verwendung der 
Lemmata 5.1 und 5.5 auch für alle % € R? und alle o > 0. 


Wir können daher das Lemma 5.6 mit Z(w) = A, X*(w) und g(w) = |VX*(w)|? 
beziehungsweise g(w) = |V.X*(w + he)|” anwenden und erkennen mit 0 <a < ag 


M (Ro) |VX*(w)|? In An X*(w)|? dw 
Gg B(t,0) (5.100) 
< M( Ro) M3 9?-% Í |V(n An X*(w))|? dw 


Gho 
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beziehungsweise 


NE(Ro) |VX*(w + he)? In An X*(w)]? dw 


Gry B(w,0) (5.101) 


< M(Ro) M3 9?-* fh |V(n An X*(w))|? dw 
Gho 


für alle @ € R? und @ > 0 sowie für 0 < |h| < o0, wobei wir 
1 a 
M; = M3(ao, a, ho, G) = M3 (0, a, 2, 5) D(X*, G) 05° |Gm]? 


gesetzt haben. 
Mit © = wo und ọ = 2r in (5.100) beziehungsweise (5.101) erhalten wir unter Beach- 
tung von B(wo,2r) C Gho 


Fer) (IV x" + VX (w + he)P) Im An X*(w)P dw 
an \ (5.102) 
< 2M (Ro) M3 (2r)?°-° / |V(n An X*(w))|? dw 

Gho 


für 0 < |A| < 00. Wir berechnen noch 
(n An X*(w) we = Mor An X(W) +N An Ku, (W) 
und erkennen mithilfe des Lemmas 2.2 
/ [Vín An X*(w)) dw < 2 fi n? |AnVX*(w)[2 dw 
Gho Gho 
+2 f nP AX w) aw 
Gho 


für 0 < |A] < go. 

Wir verwenden dies in (5.102) und erinnern uns an (5.97). Unter zusätzlicher Be- 
rücksichtigung von ņn € C§°(.B(wo, 2r)), der Eigenschaft a) aus dem Lemma 5.7 und 
B(wo, 2r) C Gho ergibt sich dann aus (5.95) 


2 J n? M (Ro) (1+ [VX* (w + he)? +|VX"(w))) |AnX*(w)|? dw 
Gho 
< 2M(Ro) D(X*, G) + 8M (Ro) Msg (2r)?-* / [Vn]? |AnX*(w) |? dw 
Gho 
+ 81 (Ro) M; (2r)22°-4 f n? |A,VX*(w)|? dw 


Gho 


für 0 < |A] < o0. 
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Aufgrund der Eigenschaft c) der Funktion 7 aus dem Lemma 5.7 schließen wir mithilfe 
des Teils a) des Satzes 5.2 noch 


C2 
J PPA Paws f w 


Eng B(wo,2r)\B(wo,r) (5.103) 


C? 7 
und erhalten 


2 / m? M(Ro) (1 + |VX*(w + he)|? + |VX*(w)”) [A X* (w)? dw 
Gho 


< 2M (Ro) D(X*,G) (1 + 4M; C$ (2r)? r=) (5.104) 


+ 81 (Ro) M; (2r)20°-° / n? |A,VX*(w)|2 dw 


Gho 


für 0 < |h| < oo. 
Wir kommen nun zum Integral (5.96). Wegen n € C$°(B(wo,2r)), der Eigenschaft a) 
aus dem Lemma 5.7 und B(wo,2r) C Ga, ergibt sich 


l n? M (Ro) |V X* (w)? Je|2 dw < M(Ro) lel? ii [V X* (w)|2 dw 
Gho B(wo,2r) 
< M(Ro) |e? D(X*,G) 


und analog 


/ 1? NI (Ro) |VX*(w + he)|? lel? dw < M(Ro) lel? i IVX*(w + he)? dw 
Gho B(wo,2r) 
< M(Ro) le? D(X*,G) 


für 0 < |h| < ho. 
Zudem gilt 


[Ro lel? dw < NR) lel? |B(wo,2r)| = 4r NE(Ro) lel? r? 
Gho 
und wir ermitteln dementsprechend sofort 
2 / m? M(Ro) (1+ |V.X*(w + he)? + |VX"(w)?) lel? dw 
Gro (5.105) 
< 2M (Ro) lel? (4nr? + 2D(X*, G)) 


für 0 < |A] < ho. 


154 5 Höhere Regularität von Minimierern im Inneren 


Zusammenfassend nutzen wir also (5.93) und (5.94) in (5.91) und ermitteln unter 
Verwendung von (5.104) und (5.105) 


Mı / n? |A,VX*(w)|? dw 


< e (36M2 + 5) Ir IA, VX*(w)l? dw 


Gho 


1 
+ 2+2) J [Vn]? |AnX*(w)|? dw (5.106) 
Gho 


2) 2N7(Ro) D(X*,G) (1 + 4M3 C3 (22er?) 


~) SM (Ro) M; (2r)200-° i, n? |AnVX*(w) 2 dw 


1 5 2 2 * 
=) 2NI(Ro) lel? (47r? + 2D(X*, @)) 


für 0 < |A] < oo. 
Indem wir 
Mı 


€= 72M2 +3 


in (5.106) setzen, können wir den ersten Term der rechten Seite subtrahieren und 
erhalten bei gleichzeitiger Anwendung von (5.103) 


M 
ie sfr |AnVX* (w)|? dw 
en 
2M2 c? 
< [24 2M t3) a “2 D(X*,G) (5.107) 
Mı 
5 72M2+3 A 2 (9,.\2a0—0,,—2 
+ E + pass) 2M (Ro) D(X*,G) (1 + 4M; C% (2r) r ) 


+ (34 + OME + ae (Ro) lel? (4nr? + 2D(X*, G)) 


anf Bu +3) 8AI(Ro) M; (2r)220-2 / n2 |AnVX*(w)|2 dw 
2M : 
ho 


für 0 < |h| < go. 
Wir führen nun die Konstante 


a 
2 2ag—a 
ro i= Tin dist(wo, Gho), = M 
2 16M (Ro) M; (5M; + 144M2 + 6) 
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ein und wählen r = ro in (5.107). Somit gewährleisten wir einerseits B(wo,2ro) C Gho 
und andererseits 
5 72M$+3 Mı 


<+ 22 ])8M M (Ar, oa < — . 
(3+ M )s (Ro) M; (2ro) SS 


Insbesondere können wir damit den letzten Summanden auf der rechte Seite von 
(5.107) nach oben gegen 
M, 
4 
Gio 


n? |AnVX*(w)|? dw 


abschätzen und ermitteln nach Subtraktion dieses Terms 


M 
Of PIAA" w)? dw 


Gho 
72M2 +3\ C? 
< ne ee ee ee, * 
< (2+ M, 2 D(X", G) 
2 
+ (24 22 +3) or) DIX*,G) (1 + 4M3 C? (2ro)?*0=° 7,2) 
2 Mı 
72M2 +3\ - 
+ (3+ 27") Nero) lel? (4nr3 + 2D(X",@)) 
M, 


beziehungsweise unter Verwendung von 7 = 1 in B(wo, ro) 


i |AnVX*(w)|? dw 


B(wo,ro) 
< E (2 | ae 2) poe 
Es € l 2 >) 21M (Ro) D(X*, G) (1 + 4Ms C2 (2r)?8-%r2) 
T (: et 2) M(Ro) lel? (arr? +2D(X*,G)) 


für jedes h € R mit 0 < |h| < 00. 
Da die rechte Seite unabhängig von h ist, folgt X* € W??(B(wo,ro)) mithilfe des 
Teils b) des Satzes 5.2 für jedes wo € Gp, und entsprechend gewähltes ro = ro(wo) > 0. 
Indem wir zu einer Menge Go C G mit Go C G stets ein ho > 0 so klein wählen, dass 
auch Go C Gh, richtig ist, finden wir gemäß dem Überdeckungssatz von Heine-Bore 
endlich viele Kreisscheiben B(wo,ro), die Go überdecken. Daher folgt X* € W??(Go 
und somit schlussendlich das gewünschte Ergebnis. 


Bemerkung 5.5. Wir haben im Satz 5.3 ein Gebiet G der Klasse C? gefordert. Dies 
ermöglicht uns, einen minimalen Kriimmungskreisradius entlang der Randkurve 0G zu 
bestimmen. In Verbindung mit der stetig differenzierbaren Normale an den Rand kann 
damit die Existenz eines ho > 0 gewährleistet werden, sodass Gho ein Gebiet der Klasse 
C! darstellt. Insbesondere ist ho kleiner als der minimale Krümmungskreisradius zu 
wählen. 
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5.5 C!?-Regularitat 


Um die Aussage des Satzes 5.3 so zu erweitern, dass auch die Zugehörigkeit zur Regula- 
ritätsklasse C1? für einen Minimierer X* des zu f gehörenden Funktionals Z besteht, 
können die Voraussetzungen des Satzes 5.3 beibehalten werden. In Vorbereitung auf 
den entsprechenden Beweis benötigen wir allerdings noch einige weitere Hilfsmittel. 
Zunächst erklären wir den Translationsoperator folgendermaßen. 


Definition 5.4 (Translationsoperator). Zu einer auf der offenen Menge 2 c R” 
definierten Funktion g, einem h € R und einem Einheitsvektor e € R™ erklären wir 
den Translationsoperator Tn,e durch 


Tn,elal(y) = gly + he) 
für y E€ A_, 2. 
Bemerkung 5.6. Ähnlich wie bereits beim Differenzenquotienten schreiben wir T, statt 


Tn,e, sofern die Richtung e aus dem Kontext hervorgeht oder die explizite Bezeichnung 
nicht erforderlich ist. 


Angelehnt an [20, Proposition 8.5] kommen wir zu einer Aussage über das Konver- 
genzverhalten des Translationsoperators in Lebesgue-Räumen. 


Lemma 5.8. Sein 1 < q < +œ, Q C R” offen und ge L4(Q,R). Dann gilt für jede 
offene Menge No CC Q 


lim Talg] - gll reo) = 0 > 
0<|h|<ho 


wobei wir hg < dist(No, ON) gesetzt haben. 


Beweis. Gemäß [20, Proposition 8.5] gilt 
li 9-9 m) = 
a Talg] Illrar ) 0 
für jedes g € LI(R"). 
Zudem bemerken wir 
TnL] - fll < Wall - Fl rR) 


für jedes h € R. 
Indem wir 


£ gy) firye, 
0 firyeR™\Q 


wählen und g € L4(R™) beachten, folgt unmittelbar die Aussage des Lemmas. 


Zusätzlich werden wir eine hinsichtlich der Exponenten verallgemeinerte Höldersche 
Ungleichung benötigen, die sich aus der klassischen Hölderschen Ungleichung ableiten 
lässt. 
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Lemma 5.9 (Verallgemeinerte Höldersche Ungleichung). Seien Q C R” offen 
mit 


[rey <+% 
Q 


und qo, q1, q2 € (1, +00) derart gewählt, dass 
1 1 1 


Idea (5.108) 
a 4 4 
richtig ist. Zudem seien gj € L%(Q) für j € {1,2}. 
Dann sind gı + gg € L®(Q) und 
lg + G2ll e402) < I 9rll ea (ay lI92ll 292 a) 
richtig. 
Beweis. Für j € {1,2} gilt 
= q 
Is", % u IIg;| 1% (0) < +00 , (5.109) 


2, 
das heißt |9;|® € L% (9). 
Da wir gleichzeitig der Voraussetzung (5.108) 


Go, 90_® _ 
qı q2 qo 


entnehmen, erhalten wir mithilfe der Hélderschen Ungleichung und (5.109) 
Nal Igel laa) < Maula o lool, g gy = lal oy all Saeco 


beziehungsweise 


ne 
IlsılIselllzon = ll" lgl" o) < Mall car (ay Melia <+% » 


woraus unter Beachtung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und 


lg ` g2llr90 (2) < Ilo lg2lllza(9) (5.110 


die Aussage folgt. 


Bemerkung 5.7. Eine Ungleichung kann in (5.110) lediglich auftreten, wenn die Funk- 
tionen gı und ga vektorwertig sind. 


Bemerkung 5.8. Die Aussage des Lemmas 5.9 bleibt auch für qọ = 1 richtig und 
entspricht in diesem Fall der klassischen Hölderschen Ungleichung. 


Des Weiteren wollen wir noch eine Poincaré-Ungleichung für Kreisringe herleiten. In 
Abgrenzung zur Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 4.1) oder auch zur Poincaré- 
Ungleichung in Sobolev-Räumen mit Nullrandwerten (Satz 3.2) benötigen wir dabei 
den Begriff des Integralmittels. 
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Definition 5.5 (Integralmittel). Zu einem beschränkten Gebiet Q C R” und einer 
Funktion g € L!(Q) erklären wir durch 


1 
(ga := m dy 


das Integralmittel von g über Q. 


Damit entnehmen wir [18, Chap. 5.8.1, Theorem 1] die folgende allgemeine Variante der 
Poincaré-Ungleichung. Dieser Satz wird mithilfe eines Widerspruchsbeweises gezeigt. 
Auf die Ausführung soll hier mit einem Verweis auf die Darstellung in [18] verzichtet 
werden. 


Satz 5.4 (Allgemeine Poincaré-Ungleichung). Es seien Q C R” ein beschränktes 
C!-Gebiet und1<q<+oo. Dann existiert eine Konstante M = M(m,q,Q), sodass 


lg - (alla) < M IVall) 


für alle ge Wh4(Q) gilt. 


Wir nutzen diesen Satz, um eine Version der Poincaré-Ungleichung für Kreisringe 
zu zeigen. Dabei verwenden wir die wesentliche Idee zur Herleitung einer Poincaré- 
Ungleichung für Kugeln aus [18, Chap. 5.8.1, Theorem 2]. 


Satz 5.5 (Poincaré-Ungleichung für Kreisringe). Es seien 1 < q < +00 und 
T(wo,r) = B(wo,2r) \ B(wo,r) C R? gegeben. Mit einer Konstante M = M(g) ist 
dann 


|o- Dreo liaren <M laler) (5.111) 


für alle ge W14(T(wo,7)) richtig. 


Beweis. Es sei die Funktion ge W!4(T(wo,r)) beliebig gewählt. Auf dem Kreisring 
T(0,1) = B(0,2) \ B(0,1) erklären wir dann die Funktion go mittels 


goly) := g(wo + ry) 


für y € T(0,1). Diese wird also durch die lineare Transformation w(y) = wo + ry aus 
g gebildet. Wir bemerken gy € W!4(T(0,1)) sowie 


D“ goly) = D” g(wo +ry)r (5.112) 


aufgrund des Satzes 4.6. 
Mithilfe der allgemeinen Poincaré-Ungleichung (Satz 5.4) finden wir dann eine von go 
unabhängige Konstante M = M (q, T(0,1)), sodass 


I — (rovl aero. <M UV oll zac. (5.113) 


gilt. 
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Wir nutzen nun den Transformationssatz aus [46, Corollary 8.23] mit w(y) = wo + ry 
und erkennen 


1 1 
J goly) dy = 2 i g(wo + ry) r° dy = 2 / g(w) dw 
T(0,1) T(0,1) T(wo,r) 


sowie 


r2|T(0,1)| = / r dy = / 1dw = (FGI 


T(0,1) T(wo,r) 
und folgern damit 
(oo) = on | (y)d a se / (w) dw 
9o)T(0,1) = ITO, D| I goly) dy = r? |T(0,1)| a g 
T(0,1 Ran 
; Í a is (5.114) 
Fr eu w) dw = wor) + 
Few, J 8 cna 
T(wo,r) 


Eine weitere Anwendung des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23] ergibt 
zusammen mit (5.114) 


q 1 q 
f Into -(woronl'au- 5 f |atwo+ rn - rw] r? dv 
T(0,1) : T(0,1) , (5.115) 
= 3 J law) = (9) r(wo,r)) dw. 
T(wo,r) 


Unter Verwendung von (5.112) und mit dem Transformationssatz erhalten wir zusätz- 
lich 


1 
f Wonltay= f Vsota f rtlVaw)taw. (5.116) 
T(0,1) T(0,1) T(wo,r) 
Aus (5.113), (5.115) und (5.116) sowie der beliebigen Wahl von g folgt somit die 
gesuchte Aussage, wobei wir die Konstante M = M(q,T(0,1)) aus der Abschätzung 
(5.113) übernehmen. 


Bemerkung 5.9. Wir entnehmen dem Beweis, dass die Konstante M lediglich von q 
und 7(0,1) abhängt, allerdings nicht von r oder wo. Somit finden wir eine Konstante, 
sodass für alle r > 0 und jedes wo € R? die Ungleichung (5.111) mit dieser für alle 
g € W!?(T(wo,r)) erfüllt ist. Zusätzlich können wir ohne Einschränkung annehmen, 
dass (5.111) mit einer Konstante M > 1 gilt. 


Bemerkung 5.10. Mit 0 < k < l < +00 kann die Aussage des Satzes 5.5 völlig analog 
auch auf Kreisringe der Gestalt B(wo,Ir) \ B(wo, kr) übertragen werden, indem wir 
im Beweis anstelle von T(0,1) den Kreisring B(0,1) \ B(0, k) und eine entsprechende 
lineare Transformation verwenden. 

Ebenso kann die Beweismethode auch auf Kugelschalen in höheren Dimensionen an- 
gewendet werden. 
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Wir gelangen schließlich zum zentralen Ergebnis dieses Kapitels über die Hölder- 
Stetigkeit der ersten Ableitungen eines Minimierers X* des zu f gehörenden Funk- 
tionals Z. Wie bereits beim Nachweis von X* € WÈ? (G) (Satz 5.3) greifen wir auf 
die Methoden aus [37, Abschnitt 4.2] zurück, nun allerdings auf den zweiten Teil des 
dortigen Beweises. 

Dabei erweitern wir auch hier die Darstellung, verallgemeinern die Aussage von der 
Einheitskreisscheibe auf konvexe Gebiete und verwenden die Voraussetzungen an die 
Funktion f gemäß [55, (1.10.8)]. Wir behalten insbesondere alle Voraussetzungen des 
Satzes 5.3 bei. 


Satz 5.6 (C'’-Regularität). Unter den Voraussetzungen des Satzes 5.3 gilt auch 
X* € C10 (G) für ein ø € (0,1). 


Beweis. Zunächst sei wo € G beliebig gewählt. Wir finden dann ein ho > 0, sodass 
wo € Gh, erfüllt ist. Wie bereits im Beweis des Satzes 5.3 wählen wir zusätzlich 
0<r< 2r < +o, sodass B(wo,2r) C Gp, gilt und gemäß Lemma 5.7 eine Abschnei- 
defunktion 7 € C§°(B(wo, 2r)) mit den folgenden Eigenschaften existiert: 


a) Es ist O<n(w) < 1 für alle w € R? erfüllt. 
b) Es ist n=1in B(wo,r) richtig. 
c) Mit einer Konstante C} > 0 gilt |Vn(y)| < Sn für alle y € B(wo, 2r) \ B(wo, r). 
Wir setzen 
wen. 


und beachten insbesondere supp(Y) C B(wo,2r) C Gho sowie Y € WE? (G) N L*(G) 
für jedes h € (0, ho). 
Dementsprechend erhalten wir mit Y eine zulässige Testfunktion der schwachen Euler- 
Lagrange-Gleichung 


f Wx, X*, VX") -Y4+Vpf(w,X",VX")-V¥}dw=0. (5.117) 
G 
Wie bereits im Beweis des Satzes 5.3 unterdriicken wir auch hier des Ofteren aus Griin- 
den der Ubersichtlichkeit das Argument w, sofern es aus dem Kontext ohne Probleme 


ersichtlich ist. 
Somit folgt aus (5.117) 


0= J TxE x, vr) a AnX*(w)) dw 
Gho 
+ J Vpf (w, X*,VX*)- V(—1? A-n Anr X*(w)) dw 
Gho 


(5.118) 


für alle h € (0, ho). 
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Für einen beliebigen konstanten Vektor € € R? bemerken wir nun 
A An X*(w) = A_p(ApnX*(w) = £) (5.119) 
sowie unter Verwendung des Teils c) aus Lemma 5.2 
A-n (1 (AnX*(w) = €) = m? A-n (AnX*(w) - €) 
+ (A-an’)(AnX*(w — he) — €) 


für fast alle w € Gp, und he (0, ho). 
Daraus folgt unter Beachtung des Teils a) aus Lemma 5.2 


V (=n? An (AnX*(w) -&)) = - A-n V (n? (AnX*(w) - 8) 


: (5.120) 
+V ((A-an?)(AnX*(w — he) - €) 
für fast alle w € Gp, und h € (0, ho). 
Infolgedessen ergibt sich aus (5.118) mithilfe von (5.119) und (5.120) 
0= f Vxf(w,X*,VX*) (=? A-n AnX*(w)) dw 
Gho 
- [ Vof(w,X*, VX") AY (P (AX) - E) dw ea 
Gho 
+ / Vol (w, X*, VX*)-V ((A-nn?)(AnX*(w = he) = 9) dw 
Gho 


für h € (0, ho). 


Wir wollen nun die in (5.121) auftretenden Integrale getrennt untersuchen. Dafür 
erinnern wir uns an die Konstante Ro > 0 aus dem Beweis des Satzes 5.3, sodass 


lw? +X w) < Rp 


für fast alle w € G und entsprechend (5.69) 


|w + the|? + |X*(w) + th An X* (w)? < RB 


für fast alle w € Gh, für h € (0, ho) und für alle t € [0, 1] richtig sind. 
Zunächst bemerken wir, dass aufgrund der Voraussetzung (5.58) unter Verwendung 
der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 


| Vxf(w, X*,VX*) - (=n? A-n AnX*(w)) dw 
ho 


< f n? / M (Ro) (1+|VX* (w 
En, 


für alle h € (0, ho) gilt. 


(5.122) 


*) [A-a An X*(w)| dw 
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Wir widmen uns nun dem zweiten Integral aus (5.121). Wegen 
V (n? (AnX*(w) -&)) = n? An VX*(w) +27 (An X" (w) = £) (Vn)? (5.123) 
für fast alle w € Gh, und h € (0, ho) folgt unmittelbar 
supp (v (7 (AnX* — 9)) C supp(n) C B(wo,2r) C Gho 


für h € (0, ho). Unter gleichzeitiger Beachtung von B(wo,2r) C Gr, finden wir daher 
ein ho > ho, sodass 


supp (v (7? (AnX* — 9)) C B(wo,2r) C Gi, C Gio 


für alle h € (0, ho) gilt. 
Dementsprechend erhalten wir unter Verwendung des Teils b) aus Lemma 5.2 


- / Vpf(w,X*, VX*) Aa (1? (AnX*(w) - €)) dw 


G 
> (5.124) 


= [ (An Vaftw X", VX) -V (1? (AnX"(w) - £) dw 
Ge 


für alle h € (0, min{ho, ho — ho}). Wir setzen im Folgenden hı := min{ho, ho — ho}. 
Aufgrund von (5.123) ergibt sich 


[ran voftw. X*, 9X") V (m (AX w) - 9) dw 
Cie 
= f Andes w,X*, VX)? An VX" (ws) dw (5.125) 
Gro 
+ / 2 (AnVpf(w, X*, VX*)) n (AnX*(w) — £) (Vn)t dw 
Gho 


für h € (0, hi). 
Somit folgt aus (5.121) unter Verwendung von (5.124) und (5.125) für h € (0, hı) 


/ (AnVof(w, X*, VX*)) n? An VX*(w) dw 
Gho 
=- / Vxflw, X*,VX*): (n? A-n AnX*(w)) dw 
Go 
= [ 2(AnVpflw. X", VX) n (An X" Cw) = £) (Wn) dw 
Gho 
= ‘i Vpf(w, X*, VX*)-V ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw. 
Gho 


(5.126) 
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Mit den Definitionen (5.65), (5.66) und (5.67) für die Funktionen A#, Bi, und oF aus 
dem Beweis des Satzes 5.3 ermitteln wir unter Beachtung von (5.63) und (5.64) 


Anfy(w, X*, VX") -Syal (w, h) An (Xà, (w)) 5 
k=1j=1 


: : (5.127) 
+) Bij(w, h) An XF(w) +) Cij(w, h)(e); 
j=l j=l 
für fast alle w € Gp, und h € (0, hı). 
Damit schließen wir unter Verwendung von (5.78) und (5.85) 
/ (AnVpf(w,X*, 0X") n? An VX*(w) dw 
Gho 
> Mı / n? |AnV X*(w)|? dw (5.128) 


- / n? |AnVX*(w)| y M(Ro) Ai(w, h) ([AnX*(w)| + lel) dw 


für h € (0, ha). 
Durch die Anwendung von (5.128) in (5.126) ergibt sich infolgedessen 


Mı J n? [An V X* (w)|? dw 
Gho 


a i Vi f(w, X*, VX*) - (=n? A-n AnrX*(w)) dw 


Gho 


- f (AVE XVX AX w) -EVT dw (5190) 


Gho 


= J Vpf(w, X*,VX*) -V ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw 
+ N n? |AnVX*(w)| y M(Ro) Aı(w, h) (\AnX*(w)| + lel) dw 
Gho 


für h € (0, ha). 
Indem wir im Beweis des Satzes 5.3 die Komponenten Ap Xž(w) in (5.79) und (5.86) 
durch (Ar X*(w) — £); ersetzen, erhalten wir analog zu (5.81) und (5.87) 


3 


2 
> mul (Anr X*( (w) EDS 57 AY (w, h) h) An KW); 
l=1 i=1 


k=1j=1 
< 6 M2 |[An V X* (w)| [An X* (w) — £| [Vn] 


(5.130) 
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beziehungsweise 
3258 
No 5 Nw (An X* (w "63 Bi, (w, h) An X; (w) + > Ci;(w, h)(e); 
I=1i=1 j=1 j=l (5.131) 


< [An X* (w) — E| [Vn] y M(Ro) Ai(w, h) (JAnX*(w)| + lel) 


für fast alle w € Gh, und für h € (0, hı). 
Daher ergibt sich unter Verwendung von (5.127), (5.130) und (5.131) 


| 2 (AnVpf(w, X*, VX*))n(ArX*(w) - £) (Vn)"dw 


0 


<2 ‘i 6 Mz |AnVX*(w)| |AnX*(w) — E| [Vn] dw (5.132) 
Go 
+2 / n|AnX*(w) — £l |Vn] \/M(Ro) Ai(w, h) (IAnX*(w)| + el) dw 
Gho 


für alle he (0, h1). 
Demnach resultiert aus (5.129) mithilfe von (5.122) und (5.132) 


Mı / n? |A,VX*(w) 2 dw 


Gho 
< I 1? /M(Ro) (1 + [VX*(w)?) [A-n An X*(w)| dw 
Gha 


+2 ‘| 6n Mz |A,VX*(w)| |AnX*(w) — E||Vn| dw (5.133) 
Gio 

+2 f nlAnX*(w) = ElV M(Ro) Ai(w, h) (JAnX*(w)| + lel) dw 
Gro 


= J Vpf(w, X*, VX") -V ((A-n1?)(AnX*(w — he) — £)) dw 
+ J n? [AnVX*(w)| y M(Ro) Ai(w, h) (An X* (w)| + lel) dw 
Ging 


für h € (0, hı). 


Schließlich wollen wir mit 


/ Vpf (w, X*, VX*) V ((A_an?)(AnX*(w — he) — €)) dw 
Gro 


noch das letzte Integral aus (5.121) untersuchen. 
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Dazu wählen wir hg € (0, ho) und setzen für h € (0, hg ) und für w € G,- 
0 


galw) := (A_an?)(AnX*(w -he)-8). 


Entsprechend gelten gp € W'12(G,-) und Gp, CC G,-. Somit folgt aufgrund des 
0 0 
Lemmas 5.3 


n _ pe = 
lim IAı,-5 Ir D 9nl|r2(c,,) =0 


und insbesondere auch Aj,-5 gn — D® gn in L?(G7,) für 6 — 0 und für jedes l € {1,2}. 
Indem wir zusätzlich die Bedingung (5.59), das heißt V,f(w, X*,VX*) € L?(G),), 
beachten, erhalten wir für h € (0, hg ) unmittelbar 


lim / > fo, (w, X*,VX*)- Aus ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw 
a (5.134) 
= I Vpf(w, X*,VX*) -V ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw. 


Gho 


Wegen supp(n) C B(wo,2r) C Gh, und B(wo,2r) C Gh, finden wir ein ht > ho, 
sodass supp(A_p7”) C Grt C Gp, mit einem ha € (0, hy] für alle h € (0, ha) richtig ist. 
Wir können dabei annehmen, dass zusätzlich hg — ho < ho gilt, da die vorangegangene 
Bedingung auch für jedes h € (ho, hg ) giiltig bleibt und wir hg anderenfalls durch ein 
entsprechendes h ersetzen würden. 

Daher können wir den Teil b) des Lemmas 5.2 anwenden und erhalten 


a J I fn lw, X*, VX") Ars (Ann?) (AnX*(w — he) - &)) dw 
I=1 
Cro (5.135) 


2 
= [ E Ars Galo, X", VX): (CAPAX (w — he) - 6) dw 

Gn =! 
für 0 < |ő| < hf — ho und h € (0, ho). Aus (5.134) und (5.135) folgt für alle h € (0, ho) 


lim I > Ars (Fmlw, X*,VX*))- ((A-nm?)(AnX*(w — he) - £)) dw 


Gro (5.136) 


= - / Vpf(w, X* VOY ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw. 
Gro 


Wir wollen daher 
2 
D Ars (alw, X*, VX") (A-a (AX (w — he) - €))dw (5.137) 
Gy 15! 


für 0 < |6| < ht — ho und h € (0, hg) näher untersuchen. 
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Analog zu (5.127) beachten wir 


2 3 u 
Ars fyi (w, X", VX") = 5 Y Ay (w, ô, ei) Aus KW); 


ee R (5.138) 
+ 5 Bi (w, ô, e1) Ars X; (w) + > Ci;(w, ô, e1) (er) j 
j=l j=l 


für fast alle w € Gr, 0 < |ô] < hd — ho sowie für h € (0,h2) und erhalten somit in 
(5.137) drei Terme, die wir zunächst getrennt voneinander betrachten. 

Wir gehen ähnlich vor wie bei der Herleitung von (5.81) aus (5.79). Dazu wenden wir 
die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation über 7 an und erhalten 


3 2 


DD (A-an?)(AnX*(w — he) RB ô, e1) Ars Ku, (Ww)); 
l=1 i= 


1 k=1 j=1 


a ae 2\ 3 
< |A_nn 2) An X*( w — he) p> > (SS ates Aus (Xù o) 


k=1j=1 


für fast alle w € Gh, h € (0, h2) und 0 < |6| < h — ho. Da wir analog zu (5.80) 


>> S Ail (w, 6,e1) Aus (X, o») < 6 M2 |As V X* (w)? 


k=1j=1 
folgern, ergibt sich 
2 3 ot 3 


ES (A-nn?)(AnX*(w — he) — 9 X >, Arh (w, 5, e1) Ars (Xip (w)); 


l=1 i=1 k=l j=l 


2 3 2 
< [A_an? | |AnX*(w - he) - EI) Pat M3 AuvX“wP) 


l=1 \i=l 


und schlieflich 


2 3 2:68). A 
5 D (A-n) (AX (w —he)- i>, 2, Ay (w, ô, e1) Aus (Xù, W)); 
l=1 i=1 k=1 j=1 (5.139) 
< V18 Mz |A- |AnX*(w — he) — &| X [AV X* (w)| 
I=1 


für fast alle w € Gho, h € (0, ha) und 0 < |ô] < hg — ho. 

Für die Summen mit den Funktionen Bi, und Ci; gehen wir ähnlich vor wie bei der 
Herleitung von (5.87) aus (5.86) im Beweis des Satzes 5.3. Aus Gründen der Übersicht 
betrachten wir hier allerdings die Terme mit den Funktionen Bi; und ch getrennt 
voneinander. 
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Indem wir die Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Summation über 7 anwenden, 
schließen wir zunächst 

2.23 3 
IN an’ )(AnX*(w — he) £i X Bi;(w, ô, e1) Ais Xj (w) 


I=1i=1 j=l 


2\ 2 
3 
< |A_nn?||AnX*(w — he) — £l > > (= Bi;(w,6,e1) Ars x) 


t=1 \i=1 \j=1 


und daraus unter Beachtung der Identitat (5.83) 


l=1i 


Me 


(A_an?)(AnX*(w — he) — £i X Bi (w, 6,€1) Ars X; (w) 
1 j=l 


2 


2 3 
< [Ann] [An X*(w — he) - EI Ars X* (w)| | >> 
l=1 


ij=1 


|Bį;(w, ô, e) 


für fast alle w € Gns, h € (0, h2) und 0 < |ô] < hg — ho. 
Wegen (5.72) folgt insbesondere 


3 . 2 2 3 : 2 
D [Bisw,5.e0| <2 I [Bij (w,4,e0)| < M(Ro) Alw, ð er) 
ij=l k=1i,j=1 
für l € {1,2} und somit 


2 3 
ID (A-n07?)(AnX*(w — he) — HB w, 6, €1) Ars X}(w) 


I=1i=1 j=l 


; (5.140) 
< |A_nn?| |ARrX*(w — he) — E| X |ArsX*(w)| y M(Ro) Ai(w, ô, e1) 
für fast alle w € Gh, h € (0, h2) und 0 < |ô] < hg — ho. 


Aus (5.92) entnehmen wir Aı(w,ô,e1) < 2 (1 + |VX*(w + dey) |? + |VX*(w)|”) und 
erhalten durch zweimalige Anwendung des Lemmas 2.2 


V+ |VX*(w + der)? + |VX*(w)? < VI+ yIVX* (w + der)? + |VX*(w))? 


< 14 yIVX* (w + de)? + VV x*(w)? 
=14+|VX*(w + de)| + |VX*(w)| 


für fast alle w € Gp. und 0 < |6| < hf — ho. 
Es ergibt sich 


YAılw,ö,e) < V2 (1 + |VX*(w + der)| + |VX*(w)]) (5.141) 


für fast alle we Gn, und 0 < |d| < Ag — ho. 
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Dadurch folgt aus (5.140) 


3 


2 3 
YYA) (ArX* (w — he) - £): X Bi;(w,ö,er) Aus X$ (w) 
l=1 


=1i=1 j=l 


< V2 M(Ro) |A-n?||AnX*(w — he) — €| (1+ |VX*(w)|) I Are X*(w)| (5.142) 
I=1 


en N 2 
+ V2 M (Ro) Ann | |AnX*(w — he) — €| X |ArsX*(w)| |VX*(w + dey) | 
l=1 


für fast alle w € Gh,, h € (0, h2) und 0 < |ô] < hd — ho. 
Analog dazu folgt mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz beziiglich der Sum- 
mation über i 


IA. nt) (AnX*(w — he) 82 Clu, ô, e1)(€1) 


l=1 i=1 


2 [3/2 2\ 3 
< |A_an?||AnX*(w — he) — €| 5° |), (= Cij(w, 6, ene 
i=l 


l=1 j=l 


für fast alle w € Gh, h € (0, h2) und 0 < |ô] < hg — ho. 
Da wir wie in (5.84) 


2 
2 
(= Ci (w, 6, ene < |e)? 
j=l 


für l € {1,2} erhalten, folgt 


ZEN 2 
© [Ci (w, 8, er)| 
j=l 


IAPA w — he) - hl ,e1)(e1)5 


l=1 i=1 


< |A_nn?| |AnX*(w — he) 13a st é,e1)| ‘ 


i=1j=1 


für fast alle w € Gh, h € (0, h2) und 0 < |ô| < hf — ho. 
Indem wir (5.73) nutzen, schließen wir 


2 3 2 3 
I |] < E E |Chwse)]” < MR) Alw, de) 


j=li=l k j=1 i=1 


für | € {1,2} und erhalten so für fast alle w € Gho, h € (0, h2) und 0 < |d| < hd — ho 


2 3 
2a nn?) (An X* (w — he) HD Chew ô, e1) (e1); 


< |A_an?||A,X*(w — he) — £| > leı| \/ M(Ro) Aı(w, 6, e7) 
=1 
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Unter Beachtung von |e;| = 1 für / € {1,2} sowie (5.141) folgt 


2 3 


II (Anm )(AnX*w — he) — 8); 2 Ci; (w, 5, e1)(e1)j 


l=1 i=1 


< 24/2 M(Ro) |A-nn?| |AnX*(w — he) — €| (1 + |[VX*(w)]) (5.143) 
2 
+ y2 M(Ro) |A—an?||AnX*(w — he) — £| X. |VX*(w + dez)| 


i=1 
für fast alle w € Gho, h € (0, h2) und 0 < |ô] < ht — ho. 
Zusammenfassend erhalten wir unter Verwendung von (5.138) mit (5.139), (5.142) und 
(5.143) 


D Ars (fa lw, X*, VX") - ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 8) 
I=1 


2 
< V18 M2 [A-r |AnX*(w — he) - €| I |ArsVX*(w)| (5.144) 
I=1 
2 
+ 1/2 M(Ro) |A_nn?| |AnX*(w — he) - E (1+ |VX*(w)|) X [Ars X*(w)| 
I=1 
2 
+ 1/2M(Ro) |A_nn?| |AnX*(w — he) - €) |A, X* (w)| |VX* (w + de) 
I=1 


+ 24/2 M(Ro) |A-an?| |AnX*(w — he) — £| (1 + |VX*(w)]) 
2 
+ 4/2 M(Ro) |A-nn? | |AnX*(w — he) — £| X. |VX*(w + ôe1)| 


l=1 


für fast alle w € Gh,, h € (0, h2) und 0 < |ô| < hf — ho. 

Wir erinnern uns nun daran, dass aufgrund des Satzes 5.3 bereits X* € W2?(G) gilt. 
Unter Verwendung der Beschranktheit von G und des Einbettungssatzes von Sobolev, 
den wir [1, Theorem 5.4, Part I, Case B] entnehmen können, folgt daher insbesondere 


VX* € Wi2(G) N Lẹ (G) sowie X* € W22(G) n Wigs (G) für s € [1, +00). 


loc 


Das Lemma 5.3 liefert uns für l € {1,2} und 6 — 0 somit 
|ArsVX*| > |VXz,| (5.145) 
in L?(G,,) und außerdem 
[Anxi > X (5.146) 


in L*(G,,) für se [1, +00). 
Mithilfe des Lemmas 5.8 erhalten wir zusätzlich 


[Tiea [VÆ] > |VX"| (5.147) 


in L°(Ghro) für se [1,+00), l € {1,2} und ô > 0. 
Daher gilt insbesondere |Aj,5X*| |75,e,[V-X*]| > |X| |VX*] in L?(Gp,) für l € {1,2} 
und ô — 0 unter Beachtung des Lemmas 5.9, indem wir s = 4 wählen. 
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Somit ergibt sich aus (5.136) und (5.144) für h € (0, ha) 


| Vpf (w, X*,VX*) V ((A-nn?)(AnX*(w — he) — €)) dw 


0 
2 


< / VIB M2 |A_an?| [An X*(w — he) - €| YOV X, (w)| dw 


Gig l=1 


L i \/2 M(Ro) |A_nn?| |AnX*(w — he) — £| (1 + |VX*(w)| Ix (w)| dw 
Gho 


pf VZM) Anl |nX"(w — he -ay ix; ,(w)| [VX* (w)| dw 
Gio 


- / 21/2 M(Ro) |A_an?||A,X*(w — he) — ¿| (1 + |VX*(w)|) dw 


I=1 


2 
4 J \/2 M(Ro) |A-nn?| [Ar X* (w — he) — £| X |VX"(w)| dw . 
Gho 


Mithilfe des Lemmas 2.4 erkennen wir 


SVX; w< v3 (Ara) = V3IV2x*(w)| 
I=1 


l=1 
sowie 


2 2 3 
> (w)| < v2 (Drar) = v2|VX*w)| 
t= I=1 


für fast alle w € Gp, und folgern 


| V,f(w, X*,VX*)-V ((A-n1?)(AnX*(w — he) — 9) dw 


0 


< [ 6 Ma|A-nn?||AnX*(w = he) - E V? X" (w) dw 
Gho 


+ J 24/M(Ro) |A_an?| |AnX*(w — he) — £ 
Gho 


14+ |VX*(w)|) |VX*(w)| dw 


+ J 2,/M(Ro) |A_an?||A,X*(w — he) — £| |V.X*(w) 2 dw 
Gho 

$ I 2/2 M(Ro) |A_an?| JAn X* (w — he) — E| (1 + [VX*(w)|) dw 
Gh 


+ J 2,/2 M(Ro) |A_nn?| (An X* (w — he) — ¿| [V X* (w)| dw 
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beziehungsweise vereinfacht 


| Vpf(w, X*, VX*)-V ((A-nn?)(AnX*(w — he) — 9) dw 

< [ 6 Ma A-n? ARX" (w - he) = €||V?X"(w)] dw 

Gho 

+ f 4 /M(Ro)A-nn?| AX (w = he) = &1|VX*(w)l? dw (5.148) 
Gn 


0 


+ f (4+ V3) (2M Ro) [A-n An X*(w he) — €||VX*(w)| dw 


+ | 2,/2 M(Ro) |A_an?| [An X*(w — he) — £jdw 
Gro 


für h € (0, ha). 
Wir erinnern uns an (5.133) und gelangen in der Kombination mit (5.148) zu 


Mı j n? |AnVX*(w)|? dw 
Gho 


< f P Mo) (1+ 1VX"(w)?) [On An X*(w)| dw 
Gho 


+2 Į 6n Mz |AnYX* (w)| |AnX*(w) — £| [Yn] dw 


Gho 


2 [ m|SnX"(w) = €l [Vn] y/M (Ro) Alw, h) (|AnX"(w)] + lel) dw 
Gh 


0 


- J 6 Mz |A_an?| |AnX*(w — he) — é||V2X*(w)| dw 


Gho 


+ N 4 \/M(Ro) |A_nn?| |AnX*(w — he) — ¿| [V X* (w)? dw 
Gho 


b f (4+ VÐ y2 Mo) [Anm [An X"(w - he) = €||VX"(w)| dw 


En 
$ i 2,/2M(Ro) |A_nn?| |AnX*(w — he) — ¿| dw 
Gho 


+ i n? |AnVX*(w)| YM{Ro) Alw, h) (\AnX*(w)| + lel) dw 
Gho 


für alle h € (0,3), wobei wir ha := min{hı, ha} setzen. 
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Wir schließen daraus 


Mı fè [An VX*(w)|? dw 


Gho 


< J 1? /M(Ro) (1 + [VX"(w)|?) [A-r An X"(w)| dw 


Gho 


+2 [on 
+3 | on 
+2 | on 
+2 | (EI 
+2 | Von 


Gho 


ho 


: ko 
ac 
x / [2M (Ro? 
+f te 


area 


Any 


An VX* 


An VX* 


+12 Ma 1 n|Vn| |AnVX*(w) 


Vn||ArX 


Vn||ArX 


w 


Vn| |Anx* 


Vn AnX* 


Vn| |Anx* 


ApnX*(w) — E| dw 


w 


s 


= 


+6 Mə / |A_an?| [An X*(w — he) — €||V2X*(w)| dev 


|AnX*(w)| + lel) dw 


VX*(w + he)| |A,X*(w)| dw 


VX*w 


SE 


|AnX*(w)| dw 


VX*(w + he)| |e| dw 


VX*(w)| le] dw 


(5.149) 


+4 f \/M(Ro)|A-n0?||AnX"(w— he) - E VX" w)? dw 

Gho 

+ (4+ V3) | y2M(Ro) |A- |AnX*(w - he) - €| [VX (w)| du 
+2 [ y2M(Ro) A-n AnX* (w — he) — €l dw 
AnX*(w)| + lel) dw 

VX*(w + he)| |A,X*(w)| dw 
VX* (w)| [An X" (w) dw 


|VX*(w+ he)| + |VX*(w)|) le] dw 


für h € (0, hs), indem wir YAılw,h) < V2 (1 +|VX*(w + he)| + |VX*(w)|) analog 
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zu (5.141) beziehungsweise 


Alw, h) (\AnX*(w)| + lel) < v2 (\AnX*(w)| + lel) 

+v2 |VX*(w + he)| |AnX*(w)| 

+ v2 |VX*(w)||AnX*(w)| 

+ V2 (|VX*(w + he)| + |VX*(w)|) le] 


für fast alle w € Gp, sowie h € (0, h3) beachten. 

Wir verwenden (5.149) jeweils mit der Konstante &, anstelle von € sowie mit dem 
Differenzenquotienten bezüglich der Richtung e; für k € {1,2} und gehen anschließend 
zur Grenze h — 0 über. Dazu beachten wir 


lim [Ay -nn(w)?| = lim Ay, nn(w)?| = 20w) Mu. (w)) 
h>0 h-0 


für alle w € R? und k € {1,2}. 
Des Weiteren gilt für k € {1,2} mithilfe des Lemmas 5.3 analog zu (5.145) 


lim [Aka VX] > [VX] 
in L?(G,,) sowie analog zu (5.146) 
lim Aral > X 

und 

lim [Akn X* Eu &x| => Xoo, = Er 

h=0 
sowie 

lim [Ann Te, [X] = &| > |X, — El 


in L*(G),) für s € [1,+00), wobei wir 


AnTnelX*|(w) = A, X*(w he) = + (X*(w) X*(w — he)) = A_,X*(w) 


für fast alle w € Gh, und he (0, ho) beachten. 
Durch eine Modifikation des Lemmas 5.3 folgt zudem 


lim [Ann Arn X| Kaya! 


in L?(G,,) für k € {1,2}. 
Schließlich erhalten wir aufgrund des Lemmas 5.8 wie in (5.147) 


lim |The, [VX"] > VX" 


in L*(G,,) für s € [1,+00) und k € {1,2}. 
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Insgesamt erhalten wir somit 


Mı I V3, (w) |? dw 


< fn 2 [IM (Ro) (1+ |VX"(w)I?) |X grog Wl dew 


Gho 


+12 My IN n|Vnl 7X}, (w)| [X%, (w) — El dw 


+2 f Jamo nly Xz, (w) — Erl (1X, (w)| + Je) dw 


Gho 


+4 / /2M(Ro)n|Vn Kr w) — &| |VX*w)| IX, (w)| dw 


Gho 


+4 / V2 M(Ro) n |Y] |X}, (w) — El |VX*(w) | lel dew 


Gho 


+M f ninal Xin (w) = ETX dw (6.150) 


+8 | MCR) nmol Kyle) = El ITX w) dew 


Gho 


+ (8+ v8) | y2M(Ro)n Ial X, 0) = Gl [VX (w) dw 
Ging 
+4 | J2M (Ro) nma Xi 00) = Gel dw 


Gro 
+ J V2M(Ro) 1? |VX%,(~)| (1X, 0) + lex!) dw 
Gho 
+2 f y2M(@Ro)n 2 7x5, (w) |VX*(w)| |X}, (w)| dew 
Gho 
+2 f y2 M(Ro) n VX}, 0) VX" w) lex] dw 
Gro 


für k € {1,2}. 
Wir beachten mithilfe des Lemmas 2.4 


Kr lW] < V2 (Arm) 
k=1 k=1 


ld Kap (w re) = V2|V?X*(w)| 


kl=1 


5.5 Ch?-Regularitat 175 


und berechnen mit 
a= (€1, €2) € Rex? 


unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 


DNV Xe, (w) |X, (w) — Eel < (Divx) (Arte) = al 


k=1 k=1 k=1 


= |V?X*(w)| |VX*(w) - 3| 


und 
2 2 3/2 3 
DXi, (w) - Eel (XG, Ww)| < (L - a (Fra) 
k=1 k=1 k=1 
= |VX*(w) - S| |VX*(w)| 
sowie 
2 2 3/72 3 
D m IX, (w) — Er < (>: inl) (Kr) = a] 
k=1 k=1 k=1 
= |Vn||VX*(w) - =| 
und 


1 1 
2 2 2/2 2 
DNV XG, Wr, w) < (Sivar) (Swe) 
k=1 k=1 k=1 
= |V?X*(w)| |VX*(w)| 

beziehungsweise mit |e;| = 1 

2 2 3/2 : 3 

I (w) = êl lezl < (Sw = a bs lex 

k=1 k=1 k=1 

= V2|VX*(w) -E| 


und 
2 2 EE 2 
DIV XE, (~)| lezl < (Divx) (>. lex| 
k=1 k=1 k=1 


= V2|V?X*(w)| 


für fast alle w € Gro- 
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Indem wir die Abschätzung (5.150) für k = 1 und k = 2 addieren sowie die eben 
aufgeführten Abschätzungen nutzen, ergibt sich 


Mı [PIP x"(w)P dw 
Gho 
< (2+ v2) fi \/M(Ro) n? |V?X*(w)| dw 
Go 
+3 J J2 M(Ro) n? [V2X"(w) | |V X* (w)l? dw 
Gho 


+24 My i n|Vn| [V2X*(w)| |V X* (w) — E| dw 
Gho 


10 +6v2) Ny eae) nlVnl [VX*(w) — 2| [VX*(w)| dw 


4 [ion n IYn] [V X* (w) — Eļdw 


8 + 4v2) | /MRo) n|Vnl [VX*(w) - E]|VX"(w) Paw 
Gn, 


(5.151) 


1+ 2v2) I V2 M(Ro) n?[V2X*(w)| |VX*(w)| dw . 
Gi 


| 
| 
| 
| 


Wir nutzen das Lemma 2.1 und ermitteln 


/ (2+2) \/M(Ro) 1? |V2X*(w)| dw 


Gho 


1 
<5 | PPX wawt | (3+ 2V3) M) dw 


ho Gho 


und 
I n? |V?X*(w)| |VX*(w)|? dw 


1 
<5 / iP V? X (w) dw + = J 9 M(Ro) 1? |VX*(w)|* dw 
ho Gho 


sowie 


24 Mə Jaa [V2 X* (w)| |VX*(w) — E| dw 


< f PX aw + 2" a 


Gho 


J [Vn]? |VX*(w) - EÊ dw 
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und 


/ (1 + 2v2) y2 M(Ro) 1? [V2X*(w)] |VX*(w)] de 
Giy 
<5 J n |V?X*(w) dw + = (9 + 4v3) J MRP VX" (w) Paw 


Gho Eng 


Gleichzeitig verwenden wir das Lemma 2.1 mit e=1 und erhalten 


Í (10 + 6V2) y2 M(Ro) n |Vn| |V X* (w) - E| |VX"(w)| dw 


Gro 
2 1 
< (10 + 6v2) J MCRo) iP VX*(w) Paw + 5 / IYn]? |VX*(w) — 2|? dw 


ho ho 


J (4+ 4v2) yM(Ro)n|Vn] |V X* (w) — S| dw 


Gho 


sowie 


< (24 + 16v2) [Miro Paw + 5 J [Vn]? [V X* (w) — S|? dw 


Gno Gro 


und 
J (8 + 4V2) YM(Ro) n [Vn] |VX* (w) — EV X* (w)? dw 
Gro 


1 
< (48 + 32v2) J MRAPA ww / [Vn]? |VX"(w) - El? dw. 
Gho Gho 


Damit ergibt sich aus (5.151) für jedes € > 0 


Mı fe |V? X* (w)|? dw 


Gho 
< 2e / n? |V? X*(w)|? dw 
Gho 
24 M2) 
+, (a C 2) A fv [2 |VX*(w) — S|? dw 


Gho 


48 +32V2 + =) ae 7 |VX"(w) 4 dw 


Eng 


( 
( (104 2)” +2(9 1v3)| J MEPIT XOP dw 


Gho 


24 + 16/2 4 nn) f Mèo) n? dw . 
E 
Gho 
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Wählen wir nun speziell e = Ale und subtrahieren anschließend das erste Integral der 


rechten Seite, folgt 


M 
= n? |V? X* (w)? dw 
Gho 
1 (48 M2)? 2 K z2 
gz oz -E 
<; (3+ Ar, [iva IV X*(w) - EP dw 
Gig 
36 2 * 4 
(48 322 4 im) J Mon IVX*(w)|4dw 
1 Gn 
2 36+ 16/2 
(10 +6V2) 4 2] J MRP VX" (w)P dw 
1 Em 
12 2 
24 + 16V2 4 au] [ro aw 
Mı 
Gho 
beziehungsweise 


J PX w Pdws M f WPX w) - EP aw + f nX w) dw 
x G 


Gho ho Gho 
+ f PIVx"w)Paw+ a | Paw, (5.152) 
Gis Gro 
wobei wir 
12 + 8V2 36 2 36+16/2 
24 + 16V2 + g < 48 + 32V24 F< (10 +6v2) 4 ii 


für jedes Mı > 0 beachten und 


hen 3 (48m)? 2 36+16,2] 2 M(Ro) 
M: wus ET (10 6v2) p = 


definieren. 
Wir wollen nun die Integrale der rechten Seite von (5.152) weiter untersuchen. Indem 


wir T(wo,r) = B(wo, 2r) \ B(wo,r) und E = (VX*)r(wo,r) setzen, ermitteln wir auf- 
grund der Eigenschaften von 7, der Poincaré-Ungleichung für Kreisringe (Satz 5.5) 
und der Bemerkung 5.9 


Cr Bice ve! 
f WPX) - EP ows [ ww- EP aw 
Gho T(wo,r) 


< Mp / |V2X*(w)|? dw 
T(wo,r) 


(5.153) 


mit einer entsprechenden Konstante Mp > 1. 
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Wir erinnern uns, dass X* € W2?(@) aus dem Satz 5.3 folgt und somit insbesondere 
Vx*eE WE? (G) N L(G) für s € [1, +00) gilt. Unter Verwendung der Eigenschaften 


von n liefert uns die Höldersche Ungleichung daher 


[Pix Paw < / IVX*(w) [2 dw 


Gho B(wo,2r) 
a 1-a 
¥ 2k a 
< J |VX*(w)| = dw J 1™edw (5.154) 
(wo,2r) B(wo,2r) 
NK an BI 


< *|12k l 1-a ,,2—2a 
< VX" Ppa, mr 


für k € {1,2} und jedes a € (0,1). 

Da G offen ist und so aus der Eigenschaft |w|? + |X*(w)|? < R2 für fast alle w € G 
auch |w| < Ro für alle w € G folgt, können wir r < Ro aus B(wo,2r) C Gh C G 
schließen. Damit gilt unter Beachtung der Eigenschaften von n 


/ n? dw < / 1dw = q7 (2r)? < 4r R20 72-20 (5.155) 
Gho B(wo,2r) 


für jedes a > 0. 
Verwenden wir nun (5.153), (5.154) und (5.155) in (5.152) folgt 


[PIP x"(w)P dw < rmp J [V2 X* (w)|? dw 
Gho T(wo,r) 

5 *]j4 1-a ,,2—2a 
MIX" ag, Dr 


+ M Eele i (4m)! y22a 
0 


+ M4r R para 


für a € (0,1). 
Wegen Mp > 1 und mit 


E * nee 2a a * 4 * 112 
M* = M*(a, ho) := 4m (r + (4m) (2: lse +I ee) 
erhalten wir daraus 
/ 7? |V2X*(w)|2dw < MMp / |V2X*(w)|? dw + M* 2-20 

Gho T(wo;r) 
für a € (0,1). 
Aufgrund von B(wo,r) C Gh, undn=1in B(wo,r) folgt 

/ |V2X*(w)l? dw < / n? |V2X*(w)|2 dw 
B(wo,r) Gho 
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und damit 
|V2X*(w)? dw < MMp f [V2 X* (w)|? dw + M* r= (5.156) 
B(wo,r) T(wo,r) 
für a € (0,1). 


Indem wir auf beiden Seiten von (5.156) 


M Mp i |V2X*(w)|? dw 
B(wo,r) 


addieren, fiillen wir den Kreisring auf der rechten Seite aus und erhalten fiir a € (0, 1) 


(1+ MMp) J |V? X* (w)|? dw < M Mp / |V? X*(w)|? dw + M* 12-24 


B(wo,r) B(wo,2r) 
beziehungsweise 
i |V2X*(w)|2dw < 0 J [V2X*(w)|2dw + M* 72-24 (5.157) 
B(wo,r) (wo,2r) 
mit 
_ MMp 
“14M Mp ` 


Es sei nun Go CC Ga, eine beliebig gewählte konvexe Menge. Wir setzen 


1 BER 
> 1 dist(Go, Gho) > 0 


und erhalten somit B(wo,2r) C Gh, für alle wo € Go und alle r € (0, r*]. Entsprechend 
der bisherigen Argumentation erkennen wir schließlich die Gültigkeit von (5.157) für 
alle wọ € Go und alle r € (0, r*]. 
Wir wählen nun a € (0, 3) und beachten 
OM *r? 20 = + 9M*r? =? 4 r? 
= ar 4 (aM*r> 2 + 1) r8 


= r? f + (0M*rf=e + 1) 28-2 (2r)? -8 


mit einem 3 € (2a,1). 
Wegen 0 < 2a < 6 < 1 gilt 


(em*rd=2° F 1) 2-2 <1, 
falls 


OMP ayas 
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erfüllt ist, was wiederum genau dann gewährleistet wird, wenn 


r < (0M9? — T =F 


richtig ist. 
Somit erhalten wir 


OM*r2-20 < 72-8 4 228-2 (2p)2-8 (5.158) 


für alle r € (0, 7]. 
Indem wir (5.158) in (5.157) verwenden und anschließend 


ĝo := max {6,20} € (0,1) 


setzen, ergibt sich 


|V? X* (w)|? dw +r? < bo / |V2X*(w)|?dw-+ (2r)?-8 | (5.159) 
B(wo,r) (wo,2r) 


für jedes wo € Go und alle r € (0, ro], wobei wir ro := min{r*,7} wählen. 
Zu beliebigem wo € Go erklären wir die Funktion 
g(r) = J [V2 X* (w)|? dw + 12-8 
B(wo,r) 


für r € (0, 2r*], welche monoton wachsend auf (0,r*] ist und gemäß (5.159) 


dr) < 9 (2r) (5.160) 


fir 0 < r < ro erfüllt. 
Wir bemerken noch, dass es zu 99 € (0,1) mit 


— Ins 


= 


eine positive reelle Zahl gibt, sodass 
bo = 2-7 (5.161) 
gilt. Wegen ĝo > 229”? beobachten wir zudem 


_ — no 2 -In 22-2 (2-28)n2 | 
2ln2 ~ 21n2 21n2 


[02 


1-6<1 


und damit ø € (0,1). Wir beachten, dass ø unabhängig von ho ist. 
Zu beliebigem r € (0, ro) finden wir ein k € N, sodass 2-"ry < r < 27**+1r9 richtig ist. 
Mit (5.161) gilt dann insbesondere 
20 
(=) (5.162) 


lA 


sao ah = (27) a 
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Indem wir die Monotonie von ¢ nutzen und k-mal (5.160) anwenden, folgt mit (5.162) 


olr) <o (2*"'ro) = 05 o (2ro) < (2r0) Ey 


für r € (0, ro). 
Dementsprechend ergibt sich daraus aufgrund der beliebigen Wahl von wo € Go 


|V2X*(w)|2 dw < / |V2X*(w)|2 dw + 12-8 
B(wo,r) B(wo,r) 


20 

<| [ [v?x*(w)Paw+ (210)? | (Z) 
; 

(wo,2ro) o 


und insbesondere auch 


20 
VX (w) Paw < | f vex waw ar?) (7) 
Ti 
Go N B(wo,r) Gho ° 


für alle wo € Go und 0 < r < ro. 
Infolgedessen können wir das Lemma 5.5 anwenden und erhalten mit einer entspre- 
chenden Konstante M** > 0 


|V?X*(w)? dw < M** r? 
Go N B(wo,r) 
für alle wọ € R? und r > 0. 
Somit gilt speziell 
i: |V2X*(w) |? dw = J |V? X*(w)|? dw < M* r? 
B(wo,r) Go N B(wo,r) 


für alle B(wo,r) C Go und die erste Version des Dirichletschen Wachstumstheorems 
(Satz 4.3) liefert uns VX* € C° (Go) beziehungsweise X* € C1? (Go). 

Da wir zu einer beliebigen konvexen Menge Go CC G stets ein ho > 0 finden, sodass 
auch Go CC Gp, richtig ist, schließen wir insgesamt X* € Ch?(G). 


Bemerkung 5.11. Unter der zusätzlichen Forderung f € C>7(G x R? x R?*?,R) im 
Satz 5.6 kann nach Morrey [49, Theorem 19.2] sogar X* € C° (G) gezeigt werden. 
Hierzu leitet dieser zunächst ebenfalls Hölder-Stetigkeit der ersten Ableitungen von 
X* her und wendet anschließend ein Ergebnis von Hopf [38] an. Dabei bleibt eine 
ausführliche Darstellung der Übertragung des Ergebnisses im skalaren Fall aus [38] 
auf den notwendigen vektorwertigen Fall offen. Da dies auch im Rahmen dieser Arbeit 
nicht erfolgen soll, belassen wir es hier bei dem Ergebnis des Satzes 5.6. 


Wir beachten, dass der Satz 5.6 die Existenz eines Minimierers X* des zu f gehören- 
den Funktionals Z mit entsprechenden Eigenschaften voraussetzt. Abschließend wollen 
wir daher die Existenz und die Regularität durch das folgende Ergebnis verknüpfen, 
welches die Sätze 4.13 und 5.6 kombiniert. 
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Satz 5.7 (Differenzierbarer Minimierer). Es seien B(wo, Ro) C R? und eine 
Funktion f: B(wo, Ro) xR? xR?*? + Re C?(B(wo, Ro) xR? xR?*?, R) mit f(w, X,p) 
derart gegeben, dass mit Konstanten 0 < Mı < Ma < +00 


My |p|? < f(w, X, p) < M |p|? (5.163) 
für alle (w, X, p) € B(wo, Ro) x RÌ x R3”? gilt. 


Gleichzeitig mögen Konstanten 0 < Mı < Ma < +00 existieren, sodass 


2 3 
Mill’ Ss % fy pi Xi, S Mhl? (5.164) 
kl=1i,j=1 


für alle (w, X,p) € B(wo, Ro) x RÌ x R”? und alle y = (71,72) € R?*? richtig ist. 
Zudem gebe es zu jedem R>0 ein M(R) > 0, sodass 


[Vx fw, X, p)? + [Vas lw, XD) + [Wx FW, X,p)| < MR) (14121?) (6.165) 


und 
2 2 2 2 2 2 
[Vp fw, X, pP + [Vxl X,p)| + |V, X, p|" < MCR) (1 + Ip?) (5.166) 


für alle (w, X, p) € B(wo, Ro) x R3 x R3”? mit |w|? + |X|? < R? erfüllt sind. 
Zusätzlich seien Yo € Wt?(B(wo, Ro)) N C(3B(wo, Ro)) und 


F := {X € W™?(B(wo, Ro)) : X — Yo € Wọ? (B(wo, Ro))} c W™?(B(wo, Ro)) 
sowie 


IX B(wo, Ro)) = / Flw, X (w), VX (w)) dw 
B(wo,Ro) 


das zu f gehörende Funktional T. 


Dann existiert ein X* € F N W,22(B(wo, Ro)) N Cl? (B(wo, Ro)) N C(B(wo, Ro)) mit 
o € (0,1), sodass 


T(X*, B(wo, Ro)) = int T(X, B(wo, Ro) 
gilt. Zudem ist die Randbedingung X*(w) = Tr[Yo](w) für alle w € OB(wo, Ro) erfüllt. 


Beweis. Zunächst bemerken wir, dass die Voraussetzung (5.163) der Bedingung i) aus 
dem Satz 4.13 entspricht. Gleichzeitig folgt aus f € C?(B(wo, Ro) x R? x R?*?,R) 
insbesondere die Forderung ii) des Satzes 4.13 an die Regularität von f. Zudem ent- 
nehmen wir (5.164), dass die Hesse-Matrix der Ableitungen von f bezüglich p positiv 
definit in allen Punkten (w, X, p) € B(wo, Ro) x R? x R?*? ist. Somit erkennen wir die 
Funktion f als konvex in p für alle (w, X) € B(wo, Ro) x R3, was wiederum mit der 
Voraussetzung iii) im Satz 4.13 übereinstimmt. Schließlich besitzen die Menge F und 
die Funktion Yo gleiche Eigenschaften wie im Satz 4.13. 
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Infolgedessen können wir den Satz 4.13 ohne Einschränkungen anwenden und erhalten 
mit einem a € (0,1) einen Minimierer X* € F N C°(B(wo, Ro)) N C(B(wo, Ro)) des 
zu f gehörenden Funktionals Z über der Menge F, der zusätzlich die Randbedingung 
X*(w) = Tr[Yo](w) für alle w € OB(wo, Ro) erfüllt. 

Aus der Kompaktheit von B(wo, Ro) und X* € C(B(wo, Ro)) schließen wir zusätzlich 
die Beschränktheit von X* in B(wo, Ro) gemäß dem Fundamentalsatz von Weierstraß 
über Maxima und Minima. Speziell ergibt sich X* € L™®(B(wo, Ro)). 

Da die Kreisscheibe B(wo, Ro) außerdem ein beschränktes, konvexes Gebiet der Klasse 
C? darstellt, sind auch alle Voraussetzungen der Sätze 5.3 und 5.6 erfüllt, sodass durch 
die Anwendung dieser beiden Sätze auf X” alles gezeigt ist. 
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6 Minimierer vom Poissonschen Typ 


Anknüpfend an die Existenz eines stetig differenzierbaren Minimierers für eine brei- 
te Klasse von zweidimensionalen Variationsproblemen (Satz 5.7) im vorangegangenen 
Kapitel wollen wir die Regularität derartiger Minimierer weiter erhöhen. Konkret soll 
die Hölder-Stetigkeit der zweiten Ableitungen gezeigt werden. 

Dabei konzentrieren wir uns in diesem Kapitel auf eine spezielle Klasse zweidimensio- 
naler Variationsprobleme, deren Minimierer gleichzeitig eine schwache Poisson-Glei- 
chung lösen. Derartige Minimierer bezeichnen wir daher als Minimierer vom Poisson- 
schen Typ. Diese treten unter anderem bei Untersuchungen harmonischer Abbildungen 
in Riemannschen Räumen und des Dirichletproblems für das H-Flächen-System auf. 
Methodisch weichen wir für den Beweis der höheren Regularität von der in der Bemer- 
kung 5.11 angedeuteten Vorgehensweise ab. Unter maßgeblicher Berücksichtigung der 
Schaudertheorie aus [60, Kap. IX] zeigen wir mit der C*-Rekonstruktion zunächst ein 
Ergebnis, welches durch lokale Rekonstruktion der Lösung einer schwachen Poisson- 
Gleichung deren Regularität verbessert. In diesem Zusammenhang erkennen wir, dass 
diese Lösung einer elliptischen Differentialgleichung genügt. 

Anwendung findet die C#?-Rekonstruktion, indem wir einen Minimierer eines geeig- 
neten Funktionals zunächst als schwache Lösung der zugehörigen schwachen Euler- 
Lagrange-Gleichung betrachten. Im Anschluss daran überführen wir die schwache 
Euler-Lagrange-Gleichung in die Form einer schwachen Poisson-Gleichung, wobei wir 
einen möglicherweise vom Minimierer abhängigen Teil der schwachen Euler-Lagrange- 
Gleichung als gegebene rechte Seite der schwachen Poisson-Gleichung auffassen. Da 
der Minimierer die so entstandene schwache Poisson-Gleichung unmittelbar löst, kann 
die C%”-Rekonstruktion zum Erhalt der höheren Regularität genutzt werden. 

Diese Methode wenden wir im darauffolgenden Abschnitt an, um ein Dirichletsches 
Prinzip für harmonische Abbildungen in Riemannschen Räumen einzusehen. 
Anschließend nutzen wir die gleiche Methode zur Lösung des Dirichletproblems für das 
H-Flächen-System. Von entscheidender Bedeutung ist dabei auch die Wahl des rich- 
tigen Funktionals. Wir werden mit dem Heinz-Hildebrandt-Funktional, welches wir 
aufgrund der wegweisenden Forschungen von Erhard Heinz und Stefan Hildebrandt in 
diesem Bereich so bezeichnen wollen, ein Funktional kennenlernen, dessen schwache 
Euler-Lagrange-Gleichung zum H-Flächen-System führt. Auf dem Weg dorthin sind 
die Eigenschaften des im Heinz-Hildebrandt-Funktional auftretenden Vektorfeldes Q 
so zu wählen, dass sich die Theorie der vorherigen Kapitel entfalten kann. 

Darauf aufbauend geben wir einen Ausblick auf das allgemeine Plateausche Problem 
für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung. Dabei soll eine Idee davon vermit- 
telt werden, wie die vorangegangenen Erkenntnisse in diesem eigenständigen Teilbe- 
reich zur Anwendung gebracht werden können. 

Abschließend konstruieren wir ein Vektorfeld Q aus einer mittleren Krümmung H und 
lösen mit Maximumprinzipien das Plateausche Problem für H-Flachen in Körpern. 
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6.1 C?’-Regularitat 


Den folgenden Abschnitt widmen wir dem zentralen Ergebnis dieses Kapitels. Da- 
bei zeigen wir, dass eine differenzierbare Lösung einer schwachen Poisson-Gleichung 
auch Hölder-stetige zweite Ableitungen besitzt. Hierfür lösen wir zunächst die klas- 
sische Poisson-Gleichung mithilfe der von Sauvigny in [60, Kap. IX] dargestellten 
Schaudertheorie. Anschließend identifizieren wir die Lösung der schwachen Poisson- 
Gleichung lokal mit der Lösung der klassischen Poisson-Gleichung. 


Lemma 6.1 (C?-Rekonstruktion). Es seien eine offene Kreisscheibe BC R? und 
eine Hölder-stetige Funktion p: B —> R € C°(B) mit einem ø € (0,1) sowie die stetige 
Funktion w: 0B —> Re C(OB) gegeben. 

Dann gehört jede Lösung y: B > Re C!(B)NC(B), die der schwachen Poisson- 
Gleichung 


— II Vy(u, v) - Ve(u, v) du dv = yi wu, v) plu, v) du dv (6.1) 
B B 


für alle Funktionen p € C4(B) unter der Randbedingung 
y(u, v) = w(u, v) 


für alle (u,v) € OB genügt, auch zur Regularitätsklasse C?” (B) und erfüllt zudem die 
Differentialgleichung 


Ay(u, v) = y(u, v) (6.2) 
für alle (u,v) € B. 


Beweis. Gemäß dem Rekonstruktionslemma aus [60, Kap. IX, §6, Satz 1] existiert eine 
Lösung 9: B > R € C° (B) N C(B) der Differentialgleichung 


Aylu,v) = y(u, v) (6.3 


für alle (u,v) € B unter der Randbedingung ğ(u, v) = w(u, v) für alle (u,v) € OB. 
Wir wählen eine beliebige Kreisscheibe B(wo, R) CC B. Nach [59, Kap. V, §2, Satz 3 
gilt wegen (6.3) die Mittelpunktsidentität 


F D 7 1 R 
wo) = aR i gw) ds(w) = Í In (<a = a) w(w) dw . (6.4 
OB(wo,R) B(wo,R) 


Zusätzlich finden wir eine Kreisscheibe By C R? mit B(wo,R) CC Bo CC B und 
entnehmen (6.1) insbesondere 


— I Vy(u, v) - Vy(u, v) du dv = II wu, v) plu, v) du dv (6.5 
Bo Bo 


für alle y € C§°(Bo). Indem wir d € C° (Bo) sowie y € C!(Bo) bemerken, bleibt (6.5 
auch für alle y € Wy” (Bo) gültig. 
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Zu jedem g € (0, R) erklären wir nun die Funktion 


0 für we B\ B(wo, R), 
1 l = fü B R)\B 
pD (w) = —5, ln rar ür w € B(wo, R) \ B(wo, 0) , 
1 R . 
= In (=) für w € B(wo, o) 


und bemerken 2 € Wy’?(Bo). 
Aufgrund von y(@ € C2(B(wo, R) R) \ B(wo, 0)) berechnen wir aus (6.5) 


Foto) 2 u) aw = = f Vy(w) Vow) dw 
Bo Bo 


== / Vy(w) - Vp (w) dw 
B(wo,R)\B(wo,e) 


(6.6) 
== / div (vw) Vg (w)) dw 
B(wo,R)\B(wo,e) 
+ |o y(w) Ap (w) dw 
B(wo,R)\B(wo,e) 
für jedes o € (0, R). 
Einerseits beachten wir für jedes o € (0, R) 
Ay) (w) = 0 (6.7) 


für alle r 3 B(wo, R) \ B(wo, o). 
Wegen v2) € C!(B(wo, R)\B(wo, 0)) erhalten wir andererseits mithilfe des Gaußschen 
Integralsatzes, den wir [59, Kap. I, §5, Satz 1] entnehmen, 


KAG 
/ div (y(w) ve) dw = j. y(w) a ds(w) 
B(wo,R)\B(wo,e) OB(wo,R) (6 8) 
+ d yo) (u) st) 
B(wo,e) 
für o € (0, R). Dabei ist v die äußere Normale an den entsprechenden Rand. 
Wir bemerken 
1 w— w 
()(w) = 0. 
er 2r |w — wo| |w — wo 
für w € B(wo, R) \ B(wo, o) und schließen damit 
Ip) 1 
yw) —(w)ds(w) =f ylw)dstw) (6.9) 


OB(wo.R) 8B(wo,R) 
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sowie 


für oe (0, R). 
Unter Verwendung von (6.7), (6.8), (6.9) und (6.10) wird (6.6) damit zu 


1 1 
(o) EEE er 
[ vo) ew) aw = 5 lw)dsw)+5— f w(w)ds(w) 
Bo AB(wo,R) OB (wo,0) 
beziehungsweise 
= N y(w) ds(w) = ae = / y(w) ds(w) ee p(w) dw 
OB(wo,e) OB(wo,R) 


für jedes o € (0, R). 
Daraus ergibt sich unter Verwendung des allgemeinen Konvergenzsatzes von Lebesgue 
aus [61, Kap. VIII, $4, Satz 7] fiir o + 0+ die Mittelpunktsidentität 


1 R 
y(wo) = 57 zR, js w) ds(w) — F J In (sam) w(w)dw. (6.11) 
B(wo,R B(wo,R) 


Wir beachten, dass (6.4) und (6.11) für jede Kreisscheibe B(wo, R) CC B aufgrund 
der beliebigen Wahl richtig sind. Indem wir (6.4) von (6.11) subtrahieren, erhalten wir 
für die Funktion y — 7: B > R € C(B) die Mittelwerteigenschaft 


y= Dw) =f (uw) - H(w)) ds(w) 
OB(wo,R) 


für jede Kreisscheibe B(wo, R) CC B. Somit ist die Funktion y— 9 schwachharmonisch 
in B im Sinne von [59, Kap. V, §2, Definition 2]. Insbesondere ist sie dem Maximum- 
und Minimumprinzip aus [59, Kap. V, §2, Satz 7] unterworfen. Wegen 


(y = P(w) = w(w) — w(w) = 0 


ür alle w € OB ergibt sich infolgedessen 


(y— g)(w) =0 


eziehungsweise 


y(w) = 9(w) 


ür alle w € B. Aus 9 € C?’(B) folgt daher auch y € C”(B). 
Damit können wir zusätzlich die erste Greensche Formel aus [35, Kap. 6.3, Satz 2] für 
eine beliebige offene Kreisscheibe B CC B anwenden und ermitteln für alle y € CH(B) 


/ Vy(u, v) - Ve(u,v) dudv = -f plu, v) Ay(u, v)dudv . 
B B 
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Somit erhalten wir aus (6.1) für alle y € C4(B) 


N y(u, v) Ay(u, v) du dv = // y(u, v) y(u, v) dudv 
B B 


beziehungsweise 


II (Ay(u, v) — y(u, v)) plu, v)dudv = 0 . 
B 


Das Fundamentallemma der Variationsrechnung aus [11, Theorem 1.24] liefert uns 
Ay(u, v) = v(u, v) 


für alle (u,v) € B. Aufgrund der beliebigen Wahl von B folgt (6.2). 


6.2 Dirichletsches Prinzip für harmonische Abbildungen 


Als eine erste Anwendung des Lemmas 6.1 wollen wir harmonische Abbildungen in 
Riemannschen Räumen betrachten. 


Satz 6.1 (Dirichletsches Prinzip für harmonische Abbildungen). Es sei 


3 
ds? = Y gij(X)dXidXj, X = (X1, X2, X3)" € R? 
i j=1 
eine Riemannsche Metrik mit symmetrischen Koeffizientenfunktionen gij € C? (R?) 


fiir i,j € {1,2,3}, welche mit den Konstanten 0 < Mı < Ma < + die gleichmäßige 
Elliptizitätsbedingung 


3 
MYP < X (X) Y; < Moly? (6.12) 
i, j=1 


für alle Y = (Yi, Y2, Y3) € R? und alle X € R? erfüllen. 


Zudem seien die Funktion Yọ € W1?(B,R?) N C(3B, R?) auf der offenen Kreisscheibe 
B = B(wo, Ro) C R? und die zugehörige Funktionenklasse 


F= {x eWw!(B):X-Ye Wo(B)} 


beliebig vorgegeben. 

Dann gibt es eine harmonische Abbildung X*: B > R? € C#(B)NC(B)NF mit 
einem o € (0,1) und X*(u,v) = (Xž (u, v), Xš (u,v), XF(u, v))T, welche das Riemann- 
Dirichlet-Integral 


r(x) = Sf E AMD ulu, o) (Xul) + (Kole) (Kola, Is] due 
B 


ij=1 


in der Klasse F minimiert, das heißt R(X*) = inf xer R(X). 
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Diese Funktion genügt dem nichtlinearen, elliptischen System 
AX;(u,v) I THO (u, v)) (Xi (u, v))i ao) + (X3 (u, v))i (X3 u, v));] 
ij=1 
für alle (u,v) € B und k € {1,2,3} und erfüllt die Randbedingung 
X* (u,v) = Tr[Yo] (u, v) 


für alle (u,v) € ƏB. Mit 197 seien dabei die Christoffelsymbole zweiter Art bezeichnet. 


Beweis. Wir wollen den Satz 5.7 verwenden und prüfen hierzu die Voraussetzungen 
für die Funktion 


F(X, p) > 9ij(X) (pipl + ph ph) 
i, j=1 


mit X € R? und p = (pı, p2) € R°*?. 
Unter Ausnutzung der Symmetrie der Koeffizientenfunktionen gij berechnen wir un- 
mittelbar für jedes k € {1, 2, 3} 


fo (Xp) = os gij(X) (dpi + pi Sri) 


rg 


D p Br Date (6.13) 


3 
=> (X) p 
sowie analog dazu 
3 p 
1%) = wX) (6.14) 
j=l 


für X ER? und p € R®*?. 
Zusätzlich erhalten wir daraus für k,l € {1,2,3} 


fot p (X: P) = gei(X) 6.15 
und 
Sok pi, X: P) = gei(X) 6.16 
sowie 
Fok pi (XP) = Sok pt (Xp) = 0 6.17 


für X ER? und p € R?*?. 
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Gleichzeitig gilt für i € {1,2} und k,l € {1,2,3} sowie für X € R3 und pe R?*? 


3 
Sok x, (X: p) 2m xX 


Wir schließen dann mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 


2 3 2 


VAX PIP => DEA =o 
i=1 k=1 i 


i=1 k=1 


(X) p} 


1 


3 
j= 


3 
>. |9nj(X)| ‘ Ip|? 


k,j=1 
und analog dazu 
a. 3 5 3 5 5 
Wo =D uno E In? bP? (6.19) 
i=1 k,l=1 kl, j=1 


für X € R? und pe R°*?. 
Des Weiteren gilt für k,l € {1,2,3} 


fx, (X,p) BD Jij, X (X ) (Pi PI + ps TA) (6.20) 
i j=1 
und 
fxpx (X, p) > Jij, XXX ) (pi ph + 2 må) 
i j=1 


für X € R? und pe R?*?., 
Wir gelangen durch Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die Sum- 
mation bezüglich i und anschließende Anwendung auf die Summation bezüglich j zu 


1 
2\ 2 


pi 


3 
> 94,x,(X)P 


j=l 


3 
5 Jij, X (X) Pipi 


il 


J > 


i=1 


(È 


i=1 


1 


zi (= (= ax (X r) (= nf) 


3 2 
= (È jas] Ipil? 


i, j=1 


für l € {1,2}, X € R? und p € R?”?, 
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Damit ergibt sich fiir jedes k € {1, 2,3} 


ij=l 


|fx. (X p)| je: & lgij, x (X)| ‘ Ip|? 


und schlieflich 


3 3 
Bern Sura ain si > sux) pt (621) 
k=1 


ij,k=1 
für X € R? und pe R?*?., 
Analog dazu folgt für k,l € {1, 2, 3} 


1 


if g ? 
xx (X: »)| < 2 (x lgi; xax (X)| ‘ |p|? 


ij=l 
und somit 
7 2 = 91 2 2 4 
[VD = Do aP D un) lt (6.22) 
k,l=1 ij,k,l=1 


für X € R? und pe R?*?., 
Wegen gij € C? (R?) für alle i, j € {1,2,3} existiert gemäß dem Fundamentalsatz von 
Weierstraß über Maxima und Minima zu jedem R > 0 ein M(R) > 0, sodass 


3 3 
(= A| e) + | >> mix) -f > maoo) < M(R) 


k,j=1 k,l j=1 il 


für alle X € R? mit |X| < R richtig ist. Mit (6.18) und (6.19) beziehungsweise (6.21) 
und (6.22) erhalten wir daher 


VD? + [V2 iD) < MCR) Ip)? (6.23) 
beziehungsweise 
Vx (XP + |VexF(Xp)[ < MER) Il? (6.24) 


für alle (X, p) € R? x R”? mit |X| < R. 
Der Bedingung (6.12) entnehmen wir zusätzlich 


3 
Milal? < X giy(X) pipi < Me pil? 
ij=l 


und erhalten so für alle X € R? und alle p € R?*? 


1i My 


= lp. (6.25) 


Ip? < F(X, p) < 
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Wegen (6.15), (6.16) und (6.17) schließen wir zudem 


2 3 2 3 2 3 
D D So DEGES D en ENRE DD onl X) 
i j=1 k l=1 i=1 k, l=1 i=1 k,l=1 


für alle X € R?, p € R®*? und y = (71,72) € R°*?. Mit (6.12) ergibt sich daraus 


2 3 
Mil? < E D Sen Km Mahl (6.26) 
ij=lkl=1 


für alle X € R, alle p € R?*? und alle y = (71,72) € R°*?. 

Aufgrund von (6.23), (6.24), (6.25) und (6.26) sind daher alle Voraussetzungen des 
Satzes 5.7 erfüllt und wir erhalten mit einem o € (0,1) in der Klasse F einen Mini- 
mierer X* € F N Ch?(B) N C(B) des Riemann-Dirichlet-Funktionals, der zusätzlich 
die Randbedingung 


X*(u,v) = Tr[Yo] (u, v) 


für alle (u,v) € OB erfüllt. 
Nach Satz 5.1 genügt dieser Minimierer insbesondere der schwachen Euler-Lagrange- 
Gleichung 


0= J) {Vx (X*,VX*). Z+ Vp f(X*,VX*)- VZ}dudv (6.27) 

B 
für alle Funktionen Z = (Z1, 22,23)" € CŁ(B, R). Dabei unterdrücken wir hier und 
nachfolgend im Beweis das Argument (u,v) von X*, VX*, Z sowie VZ aus Gründen 


der Übersichtlichkeit. 
Unter Verwendung von (6.13), (6.14) und (6.20) berechnen wir aus (6.27) 


0= I; TR (XD, + AD] Zed dy 


kapel 
P x IX) ); (Zu) k+ > Ikj (X*) (XD); (Zu)r ¢ dudv 
k,j=1 k,j=1 


beziehungsweise äquivalent dazu 


o= ff, E a EE + RD Zu du 


k,i,gj=1 


pe OX Za) + D XI X) Zu, Javar 


kj=l kj=l 


ff S aa (Es (MD + OS); (KN Zed 


k,l, j=1 


für alle Z € CA(B). 


194 6 Minimierer vom Poissonschen Typ 


Durch Ausnutzung der Symmetrie der Koeffizientenfunktionen g;; und eine geeignete 
Umbezeichnung einiger Indizes erhalten wir daraus 


ae 5 (X) j (Gjn(X*) Zr) es 3 (Xš) j (Gyn X* ) Zk), Javar 


k,j=1 k,j=1 


-Jj 2 Irj x XOA) (Me + (Xk); (XG) a] Ze du dv 


kyi,j=1 


ee 


kig=l 


> (aex X) + 9x, X) - gx (X) XD XD Ze dudo 
k,i,j=1 


wie > (mx) + ge X) = 00) KDD; Zr dudu 
k.i j=1 


für alle Z € C4(B). 
Indem wir mit 
Tije (X* (u, v)) = 


5 (oyexi (X (u,v) + geix; (X Cu, 0) = gix, (X Cu 0) 


für (u,v) € B und i, j,k € {1,2,3} die Christoffelsymbole erster Art verwenden, ergibt 
sich 


hoe Jj (gju(X*) Ze), + 2 (X); (gia(X*) 2. and 
kj=l 


kj=l 


(6.28) 
= = > 1 TI Rd AD A) 5] Zr du dv 
kyi,gj=1 
für alle Z € CH(B). 
Mithilfe der zu gij inversen Koeffizientenfunktionen g”, das heißt 
3 
LK) gX) = sij (6.29) 


I=1 


für i, j € {1,2,3} und alle X € R, beachten wir nun 


Zx(u, v) > gf (X*(u,v)) gm(X*(u,v)) Zm(u, v) 


m,l=1 
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für jedes k € {1,2,3} und nutzen dies auf der rechten Seite von (6.28), um 


oe j (9jk(X") Zr), + > (X); (gik X”) Zr), jut (6.30) 
kj=l k 


jal 


3 
= ff E Taya KD (HDs + ADD lX”) Zin deed 
B ™ml,k,t,j=1 


ij=l m=1 


{f= [gen RN: aD) (Zmz n) dudo 
für alle Ze Cj(B) zu erhalten. Dabei finden mit 


Ti (x"( u,v)) = yo atx" (u, v)) Tjjr(X*(u, v)) 


fiir i, j, l € {1, 2,3} die Christoffelsymbole zweiter Art ihre Anwendung. 
Zu Z € C{(B) erklären wir nun die Funktion ® = (61, 2, 83)": B —> R? mit 


3 
®;(u,v) = 5 gjk(X* (u, v)) Zr(u, v) 
k=1 


für j € {1,2,3} und bemerken ® € Cd(B,R°). Da die Zuordnung Z + ® gemäß (6.29) 
invertierbar ist, schließen wir aus (6.30) 


I voande- f/f KR + y (®,);} dude 


ype SD Cee) rät 


i, j=1 


für alle ® € C4(B). Insbesondere können wir alle ® € Cİ(B) betrachten, welche in 
jeder außer einer Komponente verschwinden. So ergibt sich daraus für l € {1,2,3} mit 


ae vaca =i) > TE (X*) (X: (Xj + DH] Prdudo (6.31) 


i, j=1 


für alle ®; € C(B) das entkoppelte System schwacher Poisson-Gleichungen. 
Da die Funktionen 


Vi(u,v) = — 32 Tiy (X (u,v) (Xn Cu, V))i (Xu v)); + (XS (u, v))i (XG (u,0)) 3] 


für jedes | € {1,2,3} Hölder-stetig in B sind, können wir die C?-Rekonstruktion 
(Lemma 6.1) in jeder offenen Kreisscheibe Bọ CC B anwenden. 
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Dazu wählen wir in (6.31) Funktionen ®; € Cé(Bo), bemerken Y; € C°(Bo) und 
betrachten dementsprechend 


= II VX (u,v) - Vē (u, v) du dv = I Vu, v) (u, v) du dv 
Bo Bo 
für alle 6; € C4(Bo) und l € {1,2,3}. 
Für jedes J € {1,2,3} liefert uns das Lemma 6.1 so X € C?” (Bo) und 
AX7(u, v) = Wi(u, v) 


für alle (u,v) € Bo und alle offenen Kreisscheiben By CC B. 
Infolgedessen ergeben sich X* € C>? (B) sowie 


AX} (u,v) = Vı(u,v) 


a > Tiy (X (u,v) [Xu o)) (Xi (u, v)); + (X3 (u, v))i (XG (u,v) 3] 


ij=1 


für alle (u,v) € B und l € {1,2,3}. Damit ist alles gezeigt. 


6.3 Das Dirichletproblem des H-Flächen-Systems 


Als eine weitere wichtige Anwendung des Lemmas 6.1 wollen wir das Dirichletproblem 
für das H-Flächen-System betrachten. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Wahl 
eines passenden Funktionals, welches auf das H-Flächen-System führt. Im nachfol- 
genden Funktional, das auf die wegweisenden Arbeiten von Erhard Heinz und Stefan 
Hildebrandt zurückgeht, wollen wir ein derartiges erkennen. Wir bezeichnen es in An- 
erkennung daran nach diesen bedeutenden Mathematikern. 


Definition 6.1 (Heinz-Hildebrandt-Funktional). Zu einem gegebenen Vektorfeld 
Q: R? — R? € O(R?, R?) mit Q(X) = (Q1(X), Q2(X), Q3(X)) und einem Gebiet 


G CR? erklären wir mittels 


EX) := II [VX (u, v)|? + Q(X (u, v)) - (Xulu, v) A Xy(u, v)) dude 
G 


für X: G —> R? € W!(G) das Heinz-Hildebrandt-Funktional von X. 
Bemerkung 6.1. Mit 


F(X, p) = |p|? + Q(X) - (pi A p2) 


für (X,p) € R? x R®*? wird das zu f gehörende Funktional Z aus der Definition 3.2 
zum Heinz-Hildebrandt-Funktional €. 


Wir wollen analysieren, unter welchen Bedingungen an das Vektorfeld Q das Heinz- 
Hildebrandt-Funktional € den Voraussetzungen des Satzes 5.7 genügt. Zunächst be- 
trachten wir die Voraussetzung (5.163). 
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Lemma 6.2. Es seien M > 0 und Q: R? — R? ein Vektorfeld mit |Q(X)| < M für 
alle X € R. Dann gilt 


2—-M 
2 


für alle X € R? und alle p = (pı,p2) € R°*?. 


lol? < |p|? + Q(X) - (pı Am) < Ip| 


2+M 9 
2 


Beweis. Mithilfe der Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel er- 
halten wir 


1 
5 pl (6.32) 


1 
Ipı Aral < Ipil Ipel < 5 (Ipıl? + IP21?) = 


für alle p = (pı,p2) € R°*?. Daraus folgt unter Verwendung der Ungleichung von 
Cauchy-Schwarz 


Q) (mi Apo)l < QOO lpi Apl < $ Ip 


und infolgedessen 


Il? < |pl? + Q(X) - (pi Apa) < 


2- M 
5 |p| 


2+M 2 
2 


für alle X € R? und alle p = (pi, p2) € R®*?. 


Hinsichtlich der Bedingung (5.164) beachten wir das folgende Ergebnis tiber die Kon- 
vexität von f in p. Dafür untersuchen wir die Definitheit der Hesse-Matrix Hf, von f 
bezüglich p. 


Lemma 6.3. Sei Q: R? > R? € C(R?, R?) mit Q(X) = (Qi(X), Q2(X), Q3(X)) ein 
Vektorfeld mit der Eigenschaft |Q(X)| < 2 für alle X € R°. 

Dann ist die Funktion f: R3 x R3”? > R mit f(X,p) = |p|? + Q(X) - (pi A p2) konvex 
in p für jedes X € R3. 


Beweis. Wir zeigen die Konvexität von f in p, indem wir nachweisen, dass die zuge- 
hörige Hesse-Matrix bezüglich p positiv semidefinit ist. Zunächst bemerken wir 


F(X, p) = |pil? + |pel? - pi - (Q(X) A p2) = |pil? + Ipal? + p2- (Q(X) A pi) 


und berechnen für jedes i € {1,2,3} 


x 3 
ED a (QX A phi = 2p- Y aQ (6.33) 
Pi j,k=1 
sowie 
3 
AOP Laht (QO Av = 2p Do aQ (634 
2 j,k=1 


für alle (X, p) € R? x R?*? mithilfe des Levi-Civita-Symbols €;;,. 
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Daraus ermitteln wir für ö,l € {1,2,3} 


FD) _ 95, FF) 


Op Opi dp), Op} 
und 
8 f(X, p) 
—_ Set Eijk Qj(X) cij Qj (X) 
Oph, Opi -- 5 I X) > J ne) 
beziehungsweise 
P f(X, p 


) 3 3 
se = Onl Eijk Qi(X) = DL ij (X 
DA a a I 5 ( ) 2 I ;( ) 


für alle (X, p) € R? x R3*?. 
Zusammengefasst ergibt sich damit die Hesse-Matrix Hs, von f bezüglich p als 


5 0 0 0 Q(X) —Q2(X) 
i 9 0 en y i Qı(X) 
0 0 2 Q(X) -Qı(X 0 
Hy,(X,p) = 0 -Q3(X) QX) A 9 
Q(X) 0 -QX) 0 5 x 
-Q2(X) Q(X) 0 0 8 : 


f 2b OCS 
(LWT 28 


für jedes (X, p) € R? x R®*?, wobei Iz € R°*? die Einheitsmatrix ist und 


0 Q(X) =QX) 
Q(X) := | -Q;(X) 0 Qi(X) 
Q(X) —Qi(X) 0 


für X € R? gesetzt wird. 
Zu beliebigem y = (71,72) € R?*?, welches wir auch als Vektor y € R® auffassen 
können, berechnen wir 


ann") ea (2) 


=2 +29’ + yf Q(X) 2 + 72 (Q(X) 
= 2|y|? +277 Q(X) 72 


(6.35) 


für jedes (X, p) € R? x R®*?. 
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Wegen 
AO QX) -RX fa} 
WOAX)w= || |-Q3(X) 0 Q(X) | |22 
ort Q(X) —Qi(X) 0 8 


= 11 Q(X) 93 — 11 Q2(X) 13 — 17 Q(X) 2 + 17 Q(X) B 
+ 73 QAX) - 7 Q(X) 8 

= Q(X) MR — 112) + QAX) MR = N) 

+ Q3(X) (1 12 — NR) 

= Q(X) MAR) 


folgt aus (6.35) 


YT Hy,(X,p) ¥ = 2? + 2Q(X) - (WA) (6.36) 


für jedes (X, p) € R? x R®*?. 
Unter Beriicksichtigung von (6.32) erhalten wir mithilfe der Ungleichung von Cauchy- 
Schwarz 


Q(X) (1 N72) < RX) Oi Aa) < ROI Al S aces) bP? 


für alle X € R? und y = (1,92) € R°*?. 
Somit ergibt sich aus (6.36) 


(2—1Q(X)I) HS Hy (Xp) 7S (2+ ROD ln? (6.37) 


für jedes (X, p) € R? x R”? und beliebiges y = (71,72) € R°*?. 
Da nach Voraussetzung |Q(X)| < 2 für alle X € R? gilt, entnehmen wir (6.37), dass 
Hy, in jedem Punkt (X, p) € R? x R?*? positiv semidefinit ist und f daher für jedes 
X € R? bezüglich p konvex ist. 


Bemerkung 6.2. Gilt im Lemma 6.3 die stärkere Bedingung |Q(X)| < M < 2 mit 
einem M € [0,2) für alle X € R3, entnehmen wir dem zugehörigen Beweis analog zu 


(6.37) 
(2—M)|y)? < > 3 Fr pi Kin S (2+ M) bl? 
kl=11,j=1 
für alle (X, p) € R? x R3”? und alle y = (71, %2) € R°*?. 


Für die Erfüllung der Bedingungen (5.165) und (5.166) zeigen wir die beiden folgenden 
Lemmata. 


Lemma 6.4. Zum Vektorfeld Q: R? > R? € C!(R?,R*) sei f: RÌ x R°%? = R mit 
f(X,p) = p|? + Q(X) - (pı A p2) für (X, p) € R? x R*? gegeben. 
Dann existiert zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass 


RD)? + [V2 iD) < MCR) Ip)? 
für alle (X,p) € R? x R8*? mit |X| < R gilt. 
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Beweis. Wie in (6.33) beziehungsweise (6.34) erhalten wir 


In = 2p, — (Q(X) A p2)i (6.38) 
Opi 
und 
a = 2p + (Q(X) ^p): (6.39) 
Ops 


für alle (X, p) € R? x R®*? und für jedes i € {1, 2,3}. 
Daraus folgen 


2 


X ; . 
m = 4 (pi) — Api (Q(X) A pa)i + (Q(X) A pa)? 
und 
2 
X . 2 
ai =4(p)" H4 (Q(X) Apı)i + ((Q(X) Apı)ı)” 
sowie 
3 x pl? 
on =) =4|p,|? 4p, - (Q(X) A p2) + |Q(X) A pal? 
i=1 Pi 
und 
3 xX»)? 
on =) =A|po|? + 4p2 - (Q(X) A p1) + |Q(X) A pil? 
i=1 P2 
für alle (X, p) € R? x R®*?. 


Wir beachten 
pz (Q(X) Api) = —Q(X) : (p2 A pi) = Q(X) - (pi A p2) 
—pr- (Q(X) A p2) = Q(X) - (p1 A p2) 


und schließen 
2 


2 3 
Ale EB 
Dun i (6.40) 
= 4 (pil? + Ipal”) + 8 Q(X) - (p1 A pe) + I 1Q(X) A pal? 


k=1 


für alle (X, p) € R? x R3*?. 
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und (6.32) gilt für (X, p) € R? x R?*? 


Q(X) (m A p2) < QOO x A pol < IQ] 5 (pal? + Im) 
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Zudem bemerken wir für k € {1,2} 


1Q(X) A pal? <A? 


und leiten aus (6.40) 


pil? 


[Vp A(X, p)? <4 lel? + 41Q(X)| Ip? + AI? pl? 
= (4+ 41Q(X)| + IQ?) bel? (6.41) 


= (AR + 2)" |p}? 
für alle (X, p) € R? x R°*? her. 


Ausgehend von (6.38) und (6.39) erhalten wir zusätzlich 


F(X, p) 
OX; Op}, 


beziehungsweise 


PSX, p) 

OX; Op’, 

für alle (X, p) € R? x R®*? und fiir i, j € {1,2,3}. 
Es folgt 

Z PIX, p) 

OX; Oph Op’, 


lee (X) npl 


i=1 


und analog dazu 


3 PFX, p) 
^| OX; a 
für alle (X, p) € R? x R3*?. 


Zusammenfassend ergibt sich 


3 (a2 f(x, pl? 


i=l Ox; Op’ 


X, 
3X; Oph 


und 


[vsp = 5 > Km) 


für alle (X, p) € R? x R3*?. 


Insgesamt erhalten wir daraus für alle (X, p) € R x 


EKD]? + VAX] < ( Q(X)| +2)? + 


= —(Qx;(X) A p2)i 


= (Qx,(X) A pi)i 


< ax, Hin. 


"<jox ‚ol Ipil? 


j < [ex Of (Im? + lp?) 


2 12 
x (X)| [pl 


<I ROl bl? 


R?*? in Verbindung mit (6.41) 


> es) Io? (6.42) 
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Da Q € CHR?,R?) gilt, sind neben Q selbst auch alle ersten Ableitungen von Q stetige 
Funktionen auf R3. Der Fundamentalsatz von Weierstraß über Maxima und Minima 
liefert uns somit zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass 


3 2 
(1Q(X) +2)? +E o O] < MR) (6.43 


für alle (X, p) € R? x R3*? mit |X| < R richtig ist. Aus (6.42) und (6.43) folgt dann 
die gewünschte Aussage. 


Lemma 6.5. Zum Vektorfeld Q: R? > R? € C?(R°,R*) sei f: RÌ x RÌ”? > R mit 
f(X,p) = |p|? + Q(X) - (p1 A pe) für (X, p) € R? x R?*? gegeben. 
Dann existiert zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass 
2 
[Vx F(X, p)? + |Viexf(Xp)| < MR) [pl* 
für alle (X,p) € R? x R3”? mit |X| < R richtig ist. 


Beweis. Wir berechnen fiir jedes j € {1,2,3} 
3 
V(X, Dp) = 2 (ae - Qi (A) (pi Ap2)k = Qx; (X): (pi A p2) (6.44) 
und erhalten 


lx, (Xr)? < ax, im Ave? < 5 ax, In! 


für alle (X, p) € R? x R”? mithilfe der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und 


1 1 
Ipi Ape < Ipil lpo] < 5 (il? + mo?) = 5 IP? - (6.45) 
Daraus folgt 
3 3 2 1 7 3 2 
Vx F(X PP = E i| <a] (6.46) 
j=1 j=1 


für alle (X, p) € R? x R3*?. 
Ausgehend von (6.44) ermitteln wir für alle (X, p) € R? x R°*? 


Vix f(X, p) = (Qxix; (X) - (P1 \p2)), 


ij=1,2,3 
und schließen mit (6.45) 
Vx F(X p)] = = ax, 9) (Pi Apa) | 
te (6.47) 


1 


£5: lox.x; (X) lpi A pal” < ur IpI* 2 au, ol. 
ij=1 ij=1 
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Wegen Q € C?(R?, R?) sind alle ersten und zweiten Ableitungen von Q stetige Funk- 
tionen auf RÌ. Aufgrund des Fundamentalsatzes von Weierstraß über Maxima und 
Minima finden wir daher zu jedem R > 0 eine Konstante M(R) > 0, sodass 


A (= x.) + : [> 0) <M(R) 


J= 


für alle X € R? mit |X| < R gilt. In der Kombination mit (6.46) und (6.47) ergibt sich 


[Vx f(Xp)P + [Vx (X, p| < MR) Il! 


für alle (X, p) € R? x R”? mit |X| < R. 


Anhand der vorangegangenen Lemmata werden wir sehen, dass sich die allgemei- 
ne Theorie der früheren Kapitel, insbesondere Satz 5.7, auf das Heinz-Hildebrandt- 
Funktional anwenden lässt. Zur Herleitung des H-Flächen-Systems und für die Ver- 
wendung des Lemmas 6.1 benötigen wir allerdings noch weitere Ergebnisse. 

Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung des Gaußschen Integralsatzes für Funk- 
tionen aus Sobolev-Räumen. Den Beweis führen wir auf den klassischen Gaußschen 
Integralsatz in einer dichten Teilmenge zurück. 


Satz 6.2 (Gaußscher Integralsatz für W!4-Funktionen). Vorgelegt seien die 
offene Kreisscheibe BC R?, q € [1,+00) und eine Funktion g: B > R? € W!4(B,R?) 
mit g(u,v) = (gı(u,v), g2(u,v)). Dann gilt 


S[k) + (luv) dudv =f Tlou v): vdstu, v), 
B OB 


wobei v die äußere Normale an den Rand OB ist. 
Beweis. Gemäß Satz 4.7 existiert eine Folge {g'") }n=1,2,... in C°(B)NW14(B), sodass 


) 


u, lo =a wia(B) 2 (6.48) 


richtig ist. Wir beachten zunächst mithilfe der Hölderschen Ungleichung 


< IBT (Jf fan 
B 


< BIF |o- 0" 


I 


q 


// D®* (gp — g!”)(u, v) dudv 
B 


W14(B) 


für ke {1,2}, q > 1 und alle n € N, woraus mit (6.48) 


n—-oo 


lim f De v) du dv = I D®* gg (u, v) du dv (6.49) 
B B 


für k € {1,2} folgt. Dabei bemerken wir, dass (6.49) auch im Fall q = 1 gilt. 
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Zusatzlich ermitteln wir unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz 


< I |T] - eh 


f Tid- u») vastu,v) 
OB 


= -J (md - 9 Yu, v)| ds(u, v) 


und aufgrund der Hölderschen Ungleichung und des Satzes 4.8 fiir q > 1 


1 
q 


J [Tlg] = 9)(u,v) | ds(u,v) < cF | J mi-a ase 
ðB 


Fa mr) 
=La [Erto] Plr 
Er | 19] - Ts] 
7 I I L4(ðB) 
< LT C (n) 
= 4 Tr||9 79 W14(B) ’ 


wobei £ := 2 / |B| der Länge des Randes OB entspricht. Es folgt also 


Fort - wo) -vastu,v) < LT CH 


OB 


“| 


W14(B) 


für q > 1, wobei wir die Gültigkeit ebenfalls für den Fall q = 1 bemerken. 
So erhalten wir mit (6.48) 


n—-oo 


lim | g™(u,v)-vds(u,v) = J Mio) -yds(u, v). (6.50) 
ðB OB 


Nun gilt aufgrund des Gaußschen Integralsatzes gemäß [59, Kap. I, §5, Satz 1] 


| (g” Ju(t, v ) + (oh Dy (u, perp g™ (u,v) - vds(u,v) 


für jedes n € N. Der Grenzübergang n — œ liefert daraus unter Berücksichtigung von 
(6.49) und (6.50) die gewünschte Aussage. 


Wir zeigen des Weiteren die folgende Variante einer schwachen Produktregel. Dabei 
liefern wir eine ausführlichere Darstellung als in [55, Theorem 3.1.4] unter stärkeren 
Voraussetzungen an die auftretende Funktion w. 


Lemma 6.6 (Schwache Produktregel). Es seien Q C R” eine beschränkte, offene 
Menge, 1 < q < +00 sowie Funktionen g: Q > Re W14(Q) und Y: Q > R € CHQ) 
gegeben, sodass mit einer Konstante Mo > 0 


ld] + [Veb(y)| < Mo 
für alle y € Q richtig ist. Dann gelten bg E W'4(Q) und die schwache Produktregel 
D° (Y g) = (D*b) g + Y (Dg) 
für j € {1,...,m}. 


6.3 Das Dirichletproblem des H-Flächen-Systems 205 


Beweis. Aufgrund des Satzes von Meyers-Serrin gibt es eine Folge {gx}x=1,2,.. in 
cr(D)NWEAN) mit gk —> g in W'4(Q). Wir berechnen für j € {1,...,m} 


J Ply) gr(y) D” ply) dy = — / D® (yy) ge(y)) p(y) dy 
Q Q 


für jedes k € N und alle pe ON). 
Die Produktregel liefert uns dann 


D°’ (ab(y) ge(y)) = (D Y(y)) gely) + Vly) (D™ ge(y)) 


für alle y € Q, sodass sich 


J Ply) gr(y) D” ply) dy = — / [((D%wb(y)) grlu) + YY) (D™ ge(y))] ely) dy 
Q Q 
= - [ Dv) ww) p(y) dy (6.51) 
Q 


- [ eu) (D% ul) elu) ay 
Q 


für j € {1,...,m}, jedes k € N und alle y € C§°(Q) ergibt. 
Beachten wir nun d Do, (Diy) p, Y p € Co(Q) folgt wegen gg > g in W14(Q) 


im f ou) onl) D% ey) dy = f Hw) sly) Det) dy 
Q Q 


und 


dim J (D yly)) grl) PCy) dy = J (D°iply)) gy) ply) dy 
Q Q 


sowie 


‚im [ ow) (D% aw) eo) ay = f Hy) (DI) ol) ay 
Q Q 


für j € {1,...,m} und alle ge CD). 
Aus (6.51) ermitteln wir durch den Grenzübergang k — oo daher 


[rw 9) Do ay = - f (DW) at) ew) au - fw) (Dat) eu) ay 
Q Q Q 


= - f (DWU) U Dedy (6.52) 
Q 


für j € {1,...,m} und alle y € CF (N). 
Indem wir 


(DY) g +Y (D9) < IY Y) gll + IY (DY Mllzaay 
< Mo (gli) + llDglirao) < +00 


für j € {1,..., m} beachten und damit (D°i4) g+4 (Dig) € L4(Q) schließen, ergeben 
sich aus (6.52) die gewünschten Aussagen. 


206 6 Minimierer vom Poissonschen Typ 


Zusatzlich notieren wir noch das folgende Ergebnis, welches die Spatprodukte dreier 
Vektoren in folgender Weise verkniipft. 


Lemma 6.7. Für beliebige Vektoren v1, v2, v3 € RÌ und jede Matrix A € R?*? gilt 
(Avy, va, v3) + (v1, Ava, v3) + (v1, v2, Avs) = tr(A) (v1, va, v3) . 

Dabei bezeichnet tr: R?” — R die Spur einer Matrix. 

Beweis. Es sei M € R®*? die Matrix, deren j-te Spalte aus dem Vektor vj besteht, 

also M = (v1, v2, v3). 


Für den Fall, dass die drei Vektoren linear unabhängig sind, ist die Matrix M inver- 
tierbar und es gilt 


= 1 T 
MS (v2 Avs, te Ati, vi Ate) . 
Wir berechnen damit 

(v2, v3, Avı) (v2, 03, Ava) (v2, v3, Ava) 
(u3, v1, Avı) (V3, v1, Av2) (V3, 01, Ava) 
(vi, v2, Avı) (v1, v2, Av2) (v1, v2, Av3) 


1 


(v1, v2, v3) 


MT!AM = 


und erhalten so unter Verwendung der Spur-Invarianz bei Basistransformationen 


tr(A)=tr (mam) = ((v2, v3, Avi) + (v3, 01, Ava) + (v1, v2, Avs)) , 


(v1, v2, U3) 
woraus die gesuchte Identität durch zyklische Vertauschung in den Spatprodukten 
folgt. 

Sind die drei Vektoren v1, v2, v3 € R? im Gegensatz dazu linear abhängig, können wir 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit 


v3 = Ayvı + Aguy 


mit gewissen Skalaren A1, 2 € R annehmen, da wir anderenfalls die Bezeichnung der 
drei Vektoren gegeneinander austauschen könnten. 
Wir ermitteln dann 


(Avı, v2, v3) = (Avy, v2, A101) ry (Avy, v2, Agv2) =r, (Avy, v2, U1) ’ 
(v1, Ava, Aıvı) + (v1, Av2, Agve) = Ag (v1, Ava, v2) , 
v1, V2, A, Avı) FE ( 

1 


( 
Aı (v1, v2, Av1) + Az (v1, v2, Av2) 


(v1, Ava, v3) 


(v1, v2, Ava) v1, V2, Ag Ava) 


und schließen daraus 
(Av, va, v3) + (v1, Ava, 03) + (v1, v2, Avs) = 0 


unter erneuter Verwendung der Eigenschaften des Spatproduktes. 
Da für die linear abhängigen Vektoren v1,v2,v3 € R? zudem (v1,v2,v3) = 0 gilt, 
erweist sich die angegebene Formel auch in diesem Fall als richtig. 
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Wir sind nun ausreichend präpariert, um das Dirichletproblem für das H-Flächen- 
System unter Verwendung von Methoden der zweidimensionalen Variationsrechnung 
zu lösen. Dafür bestimmen wir zuerst eine differenzierbare Lösung eines geeigneten 
Variationsproblems für das Heinz-Hildebrandt-Funktional € mithilfe des Satzes 5.7. 
Anschließend zeigen wir unter Anwendung der C?-Rekonstruktion (Lemma 6.1), dass 
diese die gewünschte Regularität besitzt und das Dirichletproblem für das H-Flachen- 
System löst. 


Satz 6.3 (Lösung des Dirichletproblems für das H-Flächen-System). Es sei 
Q: R? — R? € C?(R°, R3) ein Vektorfeld, sodass mit einem Mo € (0,2) 


|Q(X)| < Mo (6.53) 
und einer Funktion H: R? > R 
div Q(X) = 4 H(X) 


für alle X € R? richtig sind. 
Zudem seien die Funktion Yo € W™?(B, R?) N C(3B, R?) auf der offenen Kreisscheibe 
B = B(wo, Ro) C R? und die zugehörige Funktionenklasse 


F= {X ew!(B): X-YeWy”(B)} 


gegeben. 
Dann existiert in der Klasse F ein Minimierer X*: B>R? € C*’(B)NC(B)NF 
mit einem o € (0,1) des Heinz-Hildebrandt-Funktionals 


E(X) = / |VX(u, v)|? + Q(X(u,v)) - (Xu(u,v) A Xv(u,v)) dudv . 
B 


Dieser genügt dem H-Flächen-System 
AX*(u,v) =2H(X*(u,v)) (XE (u,v) A XF(u, v)) 
für alle (u,v) € B und erfüllt die Randbedingung 
X*(u,v) = Tr[Yo] (u, v) 


für alle (u,v) € OB. 


Beweis. Wir setzen 


F(X, p) = Ip? + Q(X) - (pı A p2) 


für (X,p) € R? x R°*? und beachten die Bemerkung 6.1. Aufgrund der Eigenschaft 
(6.53) liefert uns das Lemma 6.2, dass die Bedingung (5.163) des Satzes 5.7 erfüllt 
ist. Zusätzlich entnehmen wir der Eigenschaft (6.53) mithilfe des Lemmas 6.3 und der 
Bemerkung 6.2, dass f der Bedingung (5.164) im Satz 5.7 genügt. Des Weiteren sind 
unter Verwendung der Lemmata 6.4 und 6.5 wegen Q € C?(R?) auch die Bedingungen 
(5.165) und (5.166) des Satzes 5.7 richtig. 
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Infolgedessen können wir den Satz 5.7 anwenden und erhalten mit o € (0,1) einen 
Minimierer X* € FN W2?(B) nch(B)NC(B), sodass 


E(X*) = inf E(X) 
und 
X*(u,v) = Tr[Yo] (u, v) 


für alle (u,v) € OB gelten. 
Nach Satz 5.1 genügt dieser Minimierer der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung 


0= // {Vx f(X*, VX") Z+ Vp f(X*, VX") -VZ} dude (6.54) 
B 


für alle Funktionen Z = (Z1, 22,23)" € CŁ(B, R). Dabei unterdrücken wir hier und 
im weiteren Verlauf des Beweises häufig das Argument (u,v) von X*, VX*, Z und 
VZ aus Gründen der Übersichtlichkeit. 

Aus (6.54) berechnen wir mithilfe von (6.33), (6.34) und (6.44) 


0= Ines )- (XZ A X*)) Zidu dv 
(6.55) 
+ [exe - Que nn 20 (2X4 OUT) A KD Za dud 
B 


für alle Z € CH(B). Indem wir 


3 
Qx(X*) Zi = Ja(X*) Z 
i=l 


beachten, wobei 


0Q1 
OX, OX2 
OQ2 OQ2 OQ2 Mi 

OX %) 0x, %) 3X3 u (ax, w) 2,3 
0Q3/y, 9Q3/4. IQs 
OX OX2 3X3 


0Q1 0Q1 


OX3 


(X) (x) 


JQ(X) := 


(X) (X) 


die Jacobi-Matrix von Q im Punkt X bezeichnet, folgt aus (6.55) unter Verwendung 
der Eigenschaften des Spatproduktes 


= (Jo(X*) Z, X*, X*) dudv 


(6.56) 
$ fe VX* -VZ + (Q(X*), Zu, X2) + (Q(X*), RZ N du dv 


für alle Z € CA(B). 
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Es sei nun cine pitone Kreisscheibe By CC B beliebig gewählt. Aufgrund der Regula- 
rität X* € wÈ? (B) N C17 (B) folgern wir einerseits X* € W??(Bo) und andererseits 
Q(X*) € C*(Bo). Unter Verwendung der schwachen Produktregel (Lemma 6.6) erhal- 
ten wir daher (Q(X*), Z, X*), (Q(X*), X%, Z) € W!?(Bo) und ermitteln 


(Q(X*), Z, Xo)u i (Jq(X*) Xi Z, XS) air (Q(X*), Zu, Xt) Tv (Q(X), Z, Xiu) 


und 


(Q(X"), Xis Zlo = IA) Xo, Xis Z) + (Q(X"), Xiv: Z) + AA), Xi, Zo) 


sowie 


(Q(X"), Xiv 2) = (Q(X"), Xiu 2) = (QX), Z, Xiu) 


in Bo. 
Aus (6.56) ergibt sich so 


0= SS" VZ + (Jo(X*) Z,X*, X*) dudv 
ef Q(X"), Z, X? Ju + (Q(X"), X$, Z)y dude 
- j (IK) Xi, Z, X?) + (Jol X") Xp Xi, Z) dudu 


beziehungsweise 


o=) 2VX*.VZdudv 


ji / (Q(X*), Z, Xu + (Q(X"), X%, Z)y du dv (6.57) 


bff aX") Z Xi XE) + (Z, Jel) Xi, Xo) + (Z, Xi Jo(X") X?) dude 
Bo 


für alle Ze C4(Bo). 
Unter Berücksichtigung von ((Q(X*), Z, X*), (Q(X*), X%,Z))™ € W!?(Bo) N C(Bo) 


erkennen wir 


[[ (QO, Z XH (QO), X Zidu 
Bo 
Q(X"), Z, Xp) 
= ant (Q(X*), X al vds(u,v) 


Aare (6.58) 
es en 
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mithilfe des Gaußschen Integralsatzes für W'¢-Funktionen (Satz 6.2) und der Eigen- 
schaft Z € C}(Bo). Hierbei ist v die äußere Normale an den Rand OBo. 
Unter zusätzlicher Verwendung des Lemmas 6.7 ermitteln wir 


! SKK) Z, Xis X) + (Z, IA) Xi, Xp) + (Z, Xi JQ(X*) Xp) dudv 
= | f EX) (2, Xi X?) dudo 
Bo 
= ff div QZ, X Xp) dudo 
Bo 


2 Jen (X* A X*)- Zdudv 


und schließen zusammen mit (6.58) aus (6.57) 


- ff VX*.VZdudv sí 2 H(X*) (X A X*). Zdudv (6.59) 
Bo Bo 
für alle Z € C (Bo). 


Speziell betrachten wir in (6.59) nun alle Z € C4(Bo), welche in jeder außer einer 
Komponente identisch Null sind. So ergibt sich daraus für l € {1,2,3} mit 


-f VX/(u,v)- VZı(u,v) dudv =f V(u,v) Zi(u, v) du dv 
Bo B 


für alle Z; € CA(Bo) ein System schwacher Poisson-Gleichungen, wobei wir 

W(u,v) = (Wi (u, v), Yolu, v), Wa(u,v))T := 2 H(X* (u, v)) (Xž (u, v) A Xž (u, v)) 
für (u,v) € B gesetzt haben. 
Wegen W € C° (B) folgt insbesondere W € C° (Bo), sodass wir die C??-Rekonstruktion 
(Lemma 6.1) anwenden können. Wir erhalten dementsprechend X? € C?°(Bo) für 
Le {1,2,3} sowie 

AX*(u,v) =2H(X*(u,v)) (XE (u,v) A XF(u, v)) 

fiir alle (u,v) € Bo. 


Da die Wahl der offenen Kreisscheibe By CC B beliebig war, folgen X* € C?’(B) 
und 


AX*(u,v) =2H(X*(u,v)) (XE (u,v) A XF(u, v)) 


für alle (u,v) € B. Dies vervollständigt den Beweis. 


6.4 Das allgemeine Plateausche Problem für H-Flächen 211 


6.4 Das allgemeine Plateausche Problem fiir H-Flachen 


Abschließend wollen wir einen Ausblick darauf geben, wie die vorangegangenen Ergeb- 
nisse zur Lösung des allgemeinen Plateauschen Problems für H-Flächen angewendet 
werden können. Dafür formulieren wir zunächst unter Berücksichtigung der Darstel- 
lungen in [15, Chap. 4.2] und [16, Chap. 4.7] das Plateausche Problem für H-Flächen. 
Im Anschluss skizzieren wir, wie das zugehörige Variationsproblem und damit auch das 
Plateausche Problem, unter anderem mithilfe der dargestellten Methoden der zweidi- 
mensionalen Variationsrechnung, im Wesentlichen gelöst werden können. 
Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die nachfolgenden Ausführungen zum Pla- 
teauschen Problem lediglich eine Idee zur Anwendung der Theorie zweidimensionaler 
Variationsprobleme vermitteln sollen. Für ein vertiefendes Studium des Plateauschen 
Problems verweisen wir beispielsweise auf die in diesem Abschnitt zitierte einschlägige 
Literatur. 

Wir beginnen mit einer Definition für geschlossene Jordankurven. 


Definition 6.2 (Geschlossene Jordankurve). Sei B C R? die offene Einheitskreis- 
scheibe. Eine Punktmenge T C R? bezeichnen wir als geschlossene Jordankurve, wenn 
diese homöomorph zu OB ist. Durch einen festen Homöomorphismus y: 0B >T wird 
eine Orientierung von T charakterisiert. In diesem Fall bezeichnen wir I als (durch y) 
orientiert. 


Damit können wir das allgemeine Plateausche Problem für H-Flächen folgendermaßen 


formulieren. 


Plateausches Problem für H-Flächen. Es sei B C R? die offene Einheitskreis- 
scheibe. Zu einer geschlossenen Jordankurve T C R? und einer beschränkten stetigen 
Funktion H: R? — R suchen wir eine Fläche X*: B— R?, welche die folgenden drei 
Bedingungen erfüllt: 


a) X* € C?(B,R°) N C(B, R3). 
b) X* genügt dem H-Flächen-System 
AX*(u,v) = 2 H(X* (u, v)) (Xy(u,v) A Xš (u, v)) 
und den Konformitätsrelationen 
Xe (u,v)? = [Xe (u, o)]? = 0 = X$ (u, v) + XF(u, v) 


für alle (u,v) € B. 
c) Die Abbildung X*|əg: 0B >T ist ein Homöomorphismus von OB auf T. 


Definition 6.3. Wir bezeichnen eine Fläche X*: B — R?, die den Bedingungen des 
Plateauschen Problems für H-Flächen genügt, als Lösung des Plateauschen Problems 
zu I und H beziehungsweise als H-Flache zum Rand F. 


Davon ausgehend wollen wir das zugehörige Variationsproblem formulieren, dessen 
Lösung einer H-Fläche zum Rand T entspricht. Wir beachten, dass die Bedingung c) 
äquivalent dazu ist, dass die Abbildung X*|əp den Einheitskreis IB stetig und streng 
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monoton wachsend auf T abbildet. Dies führt jedoch im Rahmen der Lösung des zuge- 
hörigen Variationsproblems zu einer Schwierigkeit, da bei einer Folge streng monotoner 
Funktionen nicht erwartet werden kann, dass diese bei gleichmäßiger Konvergenz einen 
streng monotonen Grenzwert besitzt. Insofern ist es sinnvoll, die Klasse der zulässi- 
gen Funktionen für das Variationsproblem zu verallgemeinern. Wir beachten dafür die 
nachstehende Definition. 


Definition 6.4 (Schwach monoton). Es seien B C R? die offene Einheitskreis- 
scheibe und T C R? eine geschlossene Jordankurve, die durch einen Homöomorphis- 
mus yo: 0B >T orientiert ist. Wir bezeichnen eine stetige Abbildung y: 0B >T als 
schwach monoton, wenn es eine monoton nicht fallende stetige Funktion y: [0,27] + R 
mit y(27) = y(0) + 27 gibt, sodass 


ylexp(i9)) = Yolexp(i p(#))) 
für 0 € [0,27] gilt. 


Bemerkung 6.3 ([15, Chap. 4.2, Lemma 1]). Die Grenzfunktion y einer Folge schwach 
monotoner Funktionen {y}x=1,2,..., die auf OB gleichmäßig gegen y konvergiert, ist 
ebenfalls schwach monoton. 


Damit können wir nun eine Klasse zulässiger Funktionen, die bezüglich gleichmafiger 
Konvergenz auf dem Rand abgeschlossen ist, einführen. Zur offenen Einheitskreisschei- 
be BC R? und einer rektifizierbaren geschlossenen Jordankurve T C R°, die durch 
einen Homöomorphismus yo: 0B —T orientiert ist, erklären wir die Auswahlklasse 


A(T) := fx: Bo R? € W™?(B) N C(ðB) : Tr[X]: 3B > T schwach monoton } : 


Die Rektifizierbarkeit der Jordankurve gewährleistet dabei gemäß [56, § 294], dass die 
Klasse nichtleer ist. 

Unter geeigneten Voraussetzungen an ein Vektorfeld Q: R? — R? werden wir sehen, 
dass ein Minimierer Y* € A(T) des Heinz-Hildebrandt-Funktionals € entsprechend 
Definition 6.1 in der Klasse A(T), das heißt 


E(Y") Zeh 


gleichzeitig eine H-Fläche zum Rand T darstellt. 

Zur Lösung dieses Variationsproblems wird es erforderlich sein, eine Teilfolge einer 
minimierenden Folge auszuwählen, welche auf OB gleichmäßig konvergiert. Dies kann 
in der Klasse A(T) jedoch nicht gewährleistet werden. Daher muss die Klasse A(T) 
mithilfe einer sogenannten Dreipunktebedingung normiert werden, sodass die Anwen- 
dung des Courant-Lebesgue-Lemmas ermöglicht wird. 

Hierzu wählen wir drei paarweise verschiedene Punkte w € OB, k € {1,2,3} sowie 
die drei paarweise verschiedenen Punkte Py := y(wr;) E€ T, k € {1,2,3} und erklären 
die Klasse zulässiger Funktionen 3(T) durch 


31T) := {x E A(T) : Tr[X](we) = P, für k € 123) l (6.60) 
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Wir beachten 3(T) C A(T). Zudem gibt es zu jedem X € A(T) eine Möbiustrans- 
formation K: B —> B, sodass X o K € 3(T) gilt. Demnach ist auch die Klasse 3(T) 
nichtleer, sofern T eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve ist. 

Gleichzeitig bemerken wir 


E(X) =E(X oK) (6.61) 


für jedes X € A(T) und jede Möbiustransformation K: B— B unter Berücksichtigung 
der konformen Invarianz des Dirichlet-Integrals (Satz 4.11) und des nachfolgenden 
Lemmas 6.8. Aufgrund der Eigenschaft (6.61) genügt es daher, das Variationsproblem 
in der Klasse 3(T) zu lösen. 


Lemma 6.8. Gegeben seien die Einheitskreisscheibe B C R? und ein orientierungs- 
erhaltender C'-Diffeomorphismus T: B— B, sodass T und T-t} in B gleichmäßig 
Lipschitz-stetig sind. Zudem sei Q: R3 > R? ein Vektorfeld, das mit einer Konstante 
M>0 


IQ(X)| < M 


für alle X € R? erfüllt. 
Dann ist das durch 


V(X) : = Q(X (u,v) « (Kult, v) A Xulu,v)) du dv 


für X € W!?(B) erklärte Funktional invariant unter der Abbildung T, das heißt 
V(X) = V(X oT) 
für alle X € W+°(B). 
Beweis. Zunächst entnehmen wir dem Lemma 6.2 
M 
|V(X)| < > P(X, B) < +00 


für alle X € W1(B). 
Zu jedem (4,0) € B ist mit (u(ŭ, ù), v(t, ù)) = T (ù, ù) genau ein (u,v) € B gegeben. 
Wir berechnen dann zu einem beliebigen X € W1?(B) für X :=XoT 


Kile ) = X(T Sh 0% (io) + X(T (à, ò) “a ö) 


und 


Žel, č) = Xu(T(ü,)) F(a, eT ED) ia, ö) 


für alle (ü,ö) € B mithilfe des Satzes 4.6. 
Aus Gründen der Übersichtlichkeit unterdrücken wir das Argument (3,5) und berech- 
nen daraus 


Kuna (N Se + (XvoT) 2) A ((Xu0T) ge + (KT) Se) 
Ou Ov >) 


= (XuoT)A(X,oT) det Jr(ü,Ö), 
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wobei 
ðu, .. Ou, _ 
Int 3) = gg ©”) gz ©” 
T\U, = Əv dv 


die Jacobi-Matrix von 7 im Punkt (0,0) € B bezeichnet. 
Da die Abbildung 7 orientierungserhaltend ist, bemerken wir 


det Jr(ã, č) = (Set ) a 8) — FG, 8) 5,00) 


für alle (0,0) € B. 
Somit folgt unter Verwendung des Transformationssatzes aus [46, Corollary 8.23] 


V(X) = f ii Q(X (4,8) + (Xa(8,0) A Xu, 0)) dads 
B 
= f / Q(X(T(&,8))) - (XulT(G,8)) A Xy(T(G,8))) det Jr(G, 0) dade 
B 


z RD) . (Xalu, v) A X_(u, v)) dudu = V(X), 
B 


was der gewiinschten Aussage entspricht. 


Indem wir nun unter geeigneten Voraussetzungen an das Vektorfeld Q: R? > R? einen 
Minimierer X* € 3(T) des Heinz-Hildebrandt-Funktional € in der Klasse 3(T) bestim- 
men, finden wir mit X* gleichzeitig eine H-Fläche zum Rand T. Dies ist der Inhalt 
des folgenden Satzes. 

Für den Beweis greifen wir in Teilen auf bekannte Ergebnisse der Theorie der Minimal- 
und H-Flächen zurück. Insbesondere betrifft dies den Nachweis der Konformitätsrela- 
tionen und der Eigenschaft, dass die Abbildung X*|ag: OB > T topologisch ist. 


Satz 6.4 (Lösung des allgemeinen Plateauschen Problems für H-Flächen). 
Gegeben seien die offene Einheitskreisscheibe BC R?, eine rektifizierbare geschlossene 
Jordankurve T C R? und ein Vektorfeld Q: R3 — R? € C?(R?, R3), sodass mit einer 
Konstante M € (0,2) 


IQ(X)| < M (6.62) 
und einer Funktion H: R? > R 
div Q(X) = 4H(X) 


für alle X € R? richtig sind. 
Dann existiert mit einem o € (0,1) ein Minimierer X* € C? (B) N C(B) N 3(T) des 
Heinz-Hildebrandt-Funktionals E in der gemäß (6.60) erklärten Klasse 3(T), das heißt 


EX”) Ze: 


welcher gleichzeitig eine Lösung des Plateauschen Problems zuT und H ist. 
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Beweis. Wir betrachten eine Minimalfolge {X }n=1,2,... C 3(T) mit 
‚im E(Xn) = ee Shen. 
Wegen (6.62) liefert uns das Lemma 6.2 


2+ M 
2 


E(X) < D(X, B) 


für alle X € 3(T). Somit ergibt sich e* < +00. 
Da gleichzeitig mit (6.62) und dem Lemma 6.2 


2—M 
2 


D(X, B) < E(X) 
für alle X € 3(L) gilt, folgt insbesondere die Existenz einer Konstante Mo > 0, sodass 
D(Xn, B) < Mo (6.63) 


für alle n € N richtig ist. 
Zu jedem Xn betrachten wir nun die harmonische Frsetzung von Xn in B gemäß 
Definition 4.3 und setzen 


Yn := H(Xn, B) 


für n E€ N. 
Unter Berücksichtigung der Bemerkung 4.6 gelten Yp € W1?(B) C?(B), 


AYn(u, v) = 0 
für alle (u,v) € B sowie 
D(Yn, B) < D(Xn, B) (6.64) 


für alle n € N. 
Da zusätzlich 


H(Yn, Bo = H(H(Xn, Bo), Bo) — H(Xn, Bo) = Yal Bo 


für jede offene Kreisscheibe Bo C B richtig ist und Tr[Yn] = Tr[Xn] € C (3B) gilt, folgt 
mithilfe des Satzes 4.12 gleichzeitig Y„ € C(B) und daher aufgrund des Satzes 4.8 


Y„(u,v) = Tr[Yn] (u, v) = Tr[Xn](u, v) 


für alle (u,v) € OB und allen € N. Somit ergibt sich auch Y, € 3(T) für allen € N. 
Wegen (6.63) und (6.64) beachten wir 


D(Yn, B) < D(Xn, B) < Mo (6.65) 


für alle n € N. 
Dementsprechend ist {Yn }n=1,2,... eine Folge harmonischer Funktionen mit gleichmäßig 
beschränktem Dirichlet-Integral unter der Dreipunktebedingung der Klasse 3(T). 
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Das Courant-Lebesgue-Lemma, welches sich beispielsweise in [15, Chap. 4.3, S. 257] 
finden lasst, liefert uns somit wie im Beweis zu [15, Chap. 4.3, Theorem 1] die Auswahl 
einer auf B gleichmäßig konvergenten Teilfolge {Ying }k=1,2,... mit 


lim sup |Y(u,v) — Yn, (u,v)| =0, (6.66) 
k— oo B 
(u,v)EB 


wobei wir Y € C(B) beachten. 

Infolgedessen ist die Teilfolge {Yn, }k=1,2,... aufgrund von (6.65) und (6.66) beschränkt 
in W!?(B). Mit dem Hilbertschen Auswahlsatz, den wir [60, Kap. VIII, $6, Satz 3] ent- 
nehmen, finden wir eine Teilfolge von {Yp, }k=1,2,..., die wir wiederum mit {Yn, }k=1,2,... 
bezeichnen, sodass 


Yn, — Ý € W!2(B) (6.67) 


in W!(B) für k > œœ folgt. 

Aus (6.66) schließen wir Yp, — Y in L?(B) und damit auch Yp, — Y in I?(B). Da 
wir (6.67) gleichzeitig Yn, — Y in L?(B) entnehmen, ergeben sich Y = Y in L?(B) 
und folglich Y = Y in W!#(B). Es gilt also auch 


Yn, > Y € Wt?(B) (6.68) 


in W1?(B). 
Nun betrachten wir die Funktionenfolge {Zn }n=1,2,... mit 


Zn = Xn — Yn € W9”? (B) (6.69) 


und ermitteln unter Verwendung des Lemmas 2.4 und der Abschätzung (6.65) 


D(Zn, B) = D(Xn — Yn, B) = |V Xn — VYalliz(o) 


2 
< (IV Xali) + IVYallzacey) 
< 21V Xxl?) + 211 V¥allz2cpy 
=2D(Xn, B) + 2D(Yn, B) < AR 


(6.70) 


für alle n € N. 
Daraus berechnen wir wegen (6.69) mithilfe der Poincaré-Ungleichung (Satz 3.2) 


-PI 


~ DiZn, B) < 


2|B 
21B ij (6.71) 
T 


A | 
lZnllž2B) < — IV Zn lž28) 
für alle n € N. Aufgrund von (6.70) und (6.71) ist die Folge {Zn }n=1,2,.. demnach 


beschränkt in W+?(B) und wir finden unter erneuter Verwendung des Hilbertschen 
Auswahlsatzes eine Teilfolge {nj }1=1,2,... C {Nk }k=1,2,... C N, sodass 


Xn, — Yn, = Zn, — Zo € WI” (B) 


in W1(B) für | > co folgt. Unter Berücksichtigung von (6.68) ergibt sich 


Xn, = (Xn, — Ym) + Yn, — Zo +Y € W™?(B) 
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in W1(B) für 1— oo. Wir beachten mithilfe der Sätze 4.8 und 4.9 


Tr[Zo + Y] = Tr[Zo] + Tr[Y] = Tr[Y] = Y € C(OB) 


und schließen daher Z := Zo +Y € 3(T). 
Durch Anwendung des Satzes 3.1 über unterhalbstetige Funktionale erhalten wir somit 


e* < E(Z) < liminf €(X,,) = lim EX,)=e*. (6.72) 
loo n—> o0 


Infolgedessen ist Z € 3(T) ein Minimierer des Heinz-Hildebrandt-Funktionals € in der 
Klasse 3(T). 

Wir erklären nun zu der Funktion Y € W1:?(B) n C(B), die sich aus (6.66) ergibt, die 
Menge 


F := {X € W™?(B) : X-Yewy”(B)} 


und bemerken F C 3(T) wegen 


0 = Tr[X - Y] = Tr[X] - Tr[Y] = Tr[X] - Y 
beziehungsweise 
Tr[X] = Tr[Y] = Y € C(OB) 


für alle X € W!?(B). 
Indem wir Z — Y = Zo € Wè? (B) und somit Z € F beachten, folgt aus (6.72) 


Z)=e= inf E(X) < inf E(X) < E(Z). 
EEPE ent en, 


Es gilt also 


inf E(X) = inf E(X ( 
yane )= inf E(X), (6.73) 


das heißt, jeder Minimierer des Heinz-Hildebrandt-Funktionals € in der Klasse F ist 
auch ein Minimierer in der Klasse 3(T). Gemäß Satz 6.3 existiert mit einem ø € (0,1) 
in der Klasse F ein Minimierer X* € C>" (B) N C(B) N F von £, der das H-Flächen- 
System 


AX*(u,v) = 2 H(X* (u, v)) (Xğž(u, v) A X} (u, v)) 
für alle (u,v) € B unter der Randbedingung 
X* (u,v) = Tr[Y](u, v) = Y (u,v) 
für alle (u,v) € OB löst. Aus (6.73) folgern wir 


E(X )= inf E(X) = care : 


Demnach ist X* auch ein Minimierer von € in der Klasse 3(T). 
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Mithilfe der Methode von Richard Courant zur Variation der unabhängigen Variablen 
gemäß [10, Chap. III, 4] oder auch [56, § 299] liegt der Minimierer X* in konformen 
Parametern vor, das heißt 

[Xi lu, v)? - 1X (u, v)? = 0 = Xå (u, v) - Xi (u,v) 


für alle (u,v) € B. Dazu beachten wir, dass jeder Homöomorphismus T: B— B, der 
den Voraussetzungen des Lemmas 6.8 genügt und die Punkte wg € OB, k € {1,2,3} 
aus der Dreipunktebedingung invariant lässt, das Funktional 


V(X) = Í / Q(X (u, v)) - (Xalu, v) Ala v)) dudo 
B 


entsprechend Lemma 6.8 nicht verändert. Es gilt also 
V(X*) =V(X* oT), 
woraus wie im Beweis zu [29, Satz 7] 
0 < E(X*0T) — E(X*) = D(X* oT, B) — D(X*, B) 
beziehungsweise 
D(X*, B) < D(X* oT, B) 


folgt und dementsprechend die Methoden aus [10, Chap. III, 4] oder [56, § 299] ange- 
wendet werden können. 

Aus den Konformitätsrelationen kann wiederum mithilfe eines Schlusses, der sich bei- 
spielsweise in [32, S. 211-212] finden lässt und auf Ideen von [28] und [30] bezie- 
hungsweise [31] basiert, ermittelt werden, dass die Abbildung X*|ag: 0B —T streng 
monoton und damit topologisch ist. 

Insgesamt erkennen wir den Minimierer X* somit auch als H-Flache zum Rand I. 


Bemerkung 6.4. Da der Satz 6.3 eine Aussage über die Existenz eines Minimierers X” 
des Heinz-Hildebrandt-Funktionals E in der Klasse F mit den entsprechenden Eigen- 
schaften liefert, können wir diesen nicht direkt nutzen, um im Beweis des Satzes 6.4 
Aussagen über die Figenschaften des Minimierers Z zu treffen. Unter Berücksichtigung 
der für den Beweis des Satzes 6.3 zugrundeliegenden Sätze 4.10, 4.12, 5.3 und 5.6 sowie 
des Lemmas 6.1 kann allerdings gezeigt werden, dass der Minimierer Z die gleichen 
Eigenschaften wie X* besitzt. Insbesondere hat Z bereits die notwendige Regularität 
und stellt eine H-Flache zum Rand I dar. 

Um den Beweis des Satzes 6.4 abzukürzen, erzeugen wir mithilfe des Satzes 6.3 den 
Minimierer X* in der Klasse F. Die Eigenschaft von Z, ein Minimierer in den Klassen 
F und 3(T) zu sein, gewährleistet dabei, dass auch X* ein Minimierer in der Klasse 


3(L) ist. 
Bemerkung 6.5. Ein Punkt (u,v) € B, für den 
Xi (u, v)? = IX (u, v)? > 0 


gilt, wird regulärer Punkt der H-Fläche X* zum Rand T genannt. Es kann gezeigt wer- 
den, dass die Fläche X* in jedem regulären Punkt (u,v) € B die mittlere Krümmung 
H(X*(u,v)) annimmt. Darin liegt die Bezeichnung H-Fläche begründet. 
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6.5 Das Plateausche Problem für H-Flachen in Körpern 


Im vorherigen Abschnitt haben wir das allgemeine Plateausche Problem für H-Flächen 
formuliert und gelöst. Eine weiterführende Fragestellung ist in diesem Zusammenhang, 
ob beziehungsweise unter welchen Bedingungen an eine mittlere Krümmung H und 
einen Körper 2 C R? ausT C Q für eine H-Fläche zum Rand T gefolgert werden kann, 
dass diese ebenfalls in 2 liegt. Eine derartige Aussage wird auch als Maximumprinzip 
bezeichnet. 

Mit einem ersten Maximumprinzip werden wir sehen, dass für einen konvexen Körper 
Q und eine mittlere Krümmung H mit supp(H) C Q eine H-Fläche zum Rand T stets 
in Q enthalten ist, sofern I C Q gilt. Dabei setzen wir die Existenz einer entsprechen- 
den H-Fläche zum Rand T jedoch voraus. 

Die Frage nach der Existenz einer H-Fläche zum Rand T, die in 2 liegt, falls T C Q 
erfüllt ist, wollen wir als Plateausches Problem für H-Flachen im Körper Q erklären. 
Kurzum soll das Plateausche Problem für H-Flachen im Gegensatz zum Satz 6.4 nicht 
im R®, sondern in einem Körper N gelöst werden. Dabei soll zusätzlich die mittlere 
Krümmung H in Q vorgegeben sein. 

Zur Lösung des Plateauschen Problems für H-Flächen im Körper 2 werden wir zu- 
nächst unter Anwendung des Satzes 6.4 eine H-Fläche zum Rand T im R? finden und 
mithilfe eines geeigneten Maximumprinzips die Zugehörigkeit dieser zu Q erkennen. 
Ein separates Problem entsteht durch die Vorgabe der mittleren Krümmung H. 

Von zentraler Bedeutung bei der Lösung des allgemeinen Plateauschen Problems für 
H-Flächen (Satz 6.4) sowie bei der Lösung des Dirichletproblems für das H-Flächen- 
System (Satz 6.3) sind die Eigenschaften des im Heinz-Hildebrandt-Funktional € auf- 
tretenden Vektorfeldes Q. Neben der Regularität des Vektorfeldes Q spielen dabei seine 
Beschränktheit sowie die Verknüpfung von Q mit der Funktion H, die der mittleren 
Krümmung beim Plateauschen Problem entspricht, eine entscheidende Rolle. 

In den Sätzen 6.3 und 6.4 wurde die Existenz eines solchen Vektorfeldes Q voraus- 
gesetzt. Aus der Sicht des Plateauschen Problems und auch des Dirichletproblems ist 
es allerdings natürlicher, eine Funktion H als gegeben anzusehen und zunächst ein 
Vektorfeld Q mit den geforderten Eigenschaften zu finden. 

Wir müssen uns daher der Frage widmen, wie ein Vektorfeld Q mit den gewünschten 
Eigenschaften aus einer gegebenen Funktion H konstruiert werden kann. Hinsichtlich 
des Trägers der Funktion H unterscheiden wir dabei drei wesentliche Typen von Men- 
gen. Diese werden durch die Anzahl der potenziell unbeschränkten Raumrichtungen 
des Trägers von H charakterisiert. 

Wir folgen dem Ansatz aus [16, S. 377-378], dass die zu einer potenziell unbeschränk- 
ten Raumrichtung korrespondierende Komponente des Vektorfeldes Q zu Null gesetzt 
wird. Im Gegensatz zu [16] greifen wir zur Konstruktion eines Vektorfeldes Q auf die 
Ausführungen zum Poincaréschen Lemma in [59, Kap. I, 87, Satz 2] im Zusammen- 
hang mit Differentialformen zurück. 

Konkret sind wir unter Verwendung geometrischer Maximumprinzipien von E. Heinz, 
S. Hildebrandt und F. Sauvigny in der Lage, das Plateausche Problem für H-Flachen 
in Kugeln, Zylindern und im Einheitskegel zu lösen. 

Wir beginnen zunächst mit dem folgenden Maximumprinzip, dessen Beweis auf dem 
sogenannten Berührprinzip für Minimalflächen beruht. 
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Lemma 6.9 (Maximumprinzip). Gegeben seien eine konvexe Menge Q C R3, eine 
Funktion H: R? — R € CHR?) mit supp(H) C Q sowie eine geschlossene Jordankurve 
T CQ. Zudem sei X*: B — R? eine H-Fläche zum Rand T. 

Dann gilt X*(u,v) EN für alle (u,v) € B. 


Beweis. Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, dass es einen 
Punkt (uo,vo) € B mit Po := X*(uo,vo) € Q gibt. Wir wählen dann einen Vektor 
E = (Fi, E2, E3) € R? und ein Skalar h € R so, dass die Stützebene 


E- X = E Xı + E2 Xo + E3 Xg =h 
durch den Punkt Po verläuft und 
E-X<h (6.74) 


für alle X € Q richtig ist. 
Gleichzeitig können wir 


E. X*(u,v) <h 
für alle (u,v) € B annehmen. Gabe es nämlich einen Punkt (0,5) € B mit 
E-X*(i,0) >h, 


würden wir anstelle von P) den Punkt X*(ü,5) und mit h := F - X*(@,ö) > h die 
Stiitzebene 


E. X = Fi Xı + E2 Xo + £3 Xg =h 


durch den Punkt X*(ŭ, 0) € N betrachten. Dabei beachten wir die Beschränktheit von 
X* wegen X* € C(B), sodass sich ein Punkt (0,0) € B und ein endliches h € R mit 
max E- X*(u,v) = E- X*(a,0) =h 
(uv)EB 


finden ließen. 
Wir erklären nun die Hilfsfunktion 


plu, v) := E-X*(u,v) = Ey Xf (u,v) + E2 Xž(u, v) + E3 X3 (u, v) 


für (u,v) € B. 
Aufgrund der Stetigkeit von X* gibt es eine offene Umgebung Bo CC B des Punk- 
tes (uo, vo) € B, sodass wegen Py = X*(uo, vo) € Q und H(X*(uo,vo)) = 0 auch 
H(X*(u,v)) = 0 für alle (u,v) € Bo gilt. Demnach schließen wir 


AX*(u, v) =2H(X*(u,v)) (Xňž(u, v) A XZ(u, v)) = 0 
für alle (u,v) € Bo und erkennen die Funktion y wegen 
Ay(u, v) = Ey AX} (u, v) + Ep AX3 (u, v) + Es AX3 (u,v) = 0 


für alle (u,v) € Bo als harmonisch in Bo. 
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Da die Funktion y im Punkt (uo,vo) € B gleichzeitig ihr globales Maximum auf B 
annimmt, muss p in Bo aufgrund der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen 
und der Stetigkeit von X* konstant sein. Da die Stützebene durch den Punkt Po 
verläuft, gilt also 


plu,v)=E-X*(uv)=h 


für alle (u,v) € Bo. 
Ein Fortsetzungsargument liefert uns die Konstanz der Funktion y in B und insbe- 
sondere 


plu,v)=E-X*(uv)=h 


für alle (u,v) € OB. Dies steht wegen der Voraussetzung T C Q allerdings im Wider- 
spruch zu (6.74). 


In der Vorbereitung zur Lösung des Plateauschen Problems für H-Flächen in Kugeln 
wollen wir nun das nachstehende Lemma betrachten. Dieses enthält den Fall einer 
Kugel mit dem Mittelpunkt X € R3 und dem Radius rọ > 0 als Spezialfall und 
erlaubt uns die Konstruktion eines Vektorfeldes Q aus einer mittleren Krümmung H, 
deren Träger in einer Kugel liegt. 


Lemma 6.10. Es sei Q C R? ein beschränktes, konveres Gebiet mit einem relativen 
Mittelpunkt X € Q und einem relativen Radius 


ro := sup|X — Å| € (0,+00) . (6.75) 
XEN 


Dann existiert zu jeder Funktion H € C(Q) mit 
ho := sup |H (X)| € [0, +20), (6.76) 
xen 


die wir durch H(X) =0 für alle X € R?\N zu einer Funktion H: R? > R fortsetzen, 
ein Vektorfeld Q: R? > R? mit 


div Q(X) = 4 H(X) (6.77) 
und 
lQ(X)| < $ ho ro (6.78) 
für alle X € RÈ. 


Beweis. Wir betrachten die geschlossene 3-Form 
w(X) = 4H(X,, Xo, X3) dXı N dX3a N dX3 


für X = (X1, X2, X3) € R? und erkennen, dass wir ein Vektorfeld Q: R? — R? mit 
Q(X) = (Q1(X), Q2(X), Q3(X)), welches der Eigenschaft (6.77) genügt, vorliegen 
haben, wenn wir eine 2-Form 
A(X) = Qı(X1,X2,X3) dX2 A dX; + Q2(X1, X2, X3) AX3 A dX, 
+ Q3(X1, X2, X3)dXı A dX2 
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mit der Eigenschaft 


d\(X) = w(X) 


für X = (X1, X2, X3) € R? bestimmen. 
Durch K: R? x [0,1] + R sei die Kontraktion auf den Punkt X € Q gemäß 


K(X,t) = (kı(X,t),ko(X,t),ka(X,t)):= X +t(X — X) 
für (X,t) € R? x [0,1] gegeben. Wir beachten 
ki(X,t) = i +t (Xi — Xi) 
und ermitteln 
3 A 
dk;,(X, t) = 5 ki X; (X,t)dX; + kit(X,t)dt = td X; + (X; — X;) dt 
j=1 


für (X,t) € R? x [0,1] und i € {1,2,3}. 
Es ergibt sich 


dk, (X,t) Adka(X,t) A dk3(X, t) 
= (taXı (XG = ha) dt) N (tax, ee) dt) A (tax; A (Hg =K) dt) 
= t dX; A dX? A dX; +t? (X1 — X1) dt AdX2 AdX3 
+t? (X2 — Xo) dt A dX; A dX; + (X; — £3) dt A dXı A dX2 


für (X,t) € R? x [0,1]. 
Damit bilden wir für (X,t) € R? x [0, 1] die transformierte Differentialform 


O(X,t) := wo K(X,t) =4 A(X +t(X — X)) dki (X,t) A dko(X, t) A dk3(X, t) 
= wı(X, t) +dtA wo(X, t) 


mit 
wi (X,t) = At’ H(X +t(X — X))AXı A dX? ^ dX 
sowie 
we(X,t) = 4PH(X +(X - X)) ((Xı — Kı)dXa AAXg + (X2 - Xo) dX; ^ dXı 
+ (X; = AA dX) ; 
Indem wir mit w; die Ableitung von wı nach t bezeichnen, berechnen wir einerseits 


i (X,t) = 128°H(X +t(X — X)) dX, ^A dX2 ^ dX 
+4 VA(X +t(X — X))-(X — X)dXı A dX? ^ dX; 
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und andererseits 
dxw2(X,t) =4t?Hy,(X +t(X — X))(X1 — £1) dXı A dX? A dX 
+ 40H, (X +t(X — X))(X2 — Xo) dX2 A dX; ^ dX; 
+40 Hx,(X +t(X — X))(X3 — 3) dX; A dX; AdX2 
+40?H(X +t(X — X)) (axı ^ dX A^ dX; + dX A dX; ^A dX, 


+dX3 AdXı A dX) 
=40PVA(X +t(X — X))-(X — Å) dX, A dX ^ dX; 
+120°H(X +t(X — X)) dX, AdX2AdX3 
für (X,t) € R? x [0,1]. 
Somit gilt die Differentialgleichung 
wı(X, t) = dxwa(X, t) (6.79) 


für X € R? und t € [0,1]. 
Wir betrachten nun für X = (X1, X2, X3) € R? die 2-Form 


1 
A(X): = fox 
0 
= Q1(X) dX2 A dX3 + Q2(X) dX3 A dX1 + Q3(X) dXı AdX2 
mit 


Q(X) = (Frems+ux- spat) op (6.80) 


für j € {1,2,3} und berechnen unter Verwendung von (6.79) 


1 1 1 
d\(X) = a f wx(X,1) dt = [axorlx, t)dt = fa t) at 
0 0 0 
= wi (X, 1) — wi(X,0) 
AH(X)dXı AdX2 AdX3 
= w(X) 


fir X € R. 
Aufgrund der Überlegungen zu Beginn dieses Beweises ergibt sich für das gemäß (6.80) 
erklärte Vektorfeld Q: R3 — R? mit 


Q(X) = (Q1(X), Q2(X), Q3(X)) = (ems 000) (X — X) 
0 


für X € R? die Eigenschaft (6.77), das heißt div Q(X) = 4 H(X) für alle X € R. 
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Es verbleibt der Nachweis der Abschätzung (6.78) für das Vektorfeld Q. Unter Be- 
rücksichtigung von (6.75) und (6.76) ermitteln wir 


1 
la(x)| < (Jiena seer so) x- I <4hor fe dt t= $ horo (6.81) 
0 


für alle X € Q. 
Im Gegensatz dazu gibt es zu jedem X € R? \ Dein 7 € (0,1), sodass 


Xo:= X+7(X — X) € an (6.82) 


richtig ist. Damit folgt 


ho fiir t € (0,7), 


0 fürte [7,1] ee) 


ER +(X- X) <f 


und wir berechnen für X € R? \ Q 
Q(X) = (ars +t(X — X)) x) (X- £) 


z (Jiena +(X - pat) AIR) 
0 


= (Jiena +(X - pat) (Xp - Å) 
= 
0 
unter Beachtung von (6.82). Dementsprechend erhalten wir in diesem Fall 
1f : ; 2 
jars (È faeit sa- ana) 1a- 
0 


horo f 4 
<a [Bar- a <horo 
T / 3 


w 


mit (6.75) und (6.83). 
Da dieser Schluss für jedes X € R? \ © richtig bleibt, folgt zusammen mit (6.81) 


IQ) < $ horo 


für alle X € R°, womit auch (6.78) gezeigt ist. Dies vervollständigt den Beweis. 


Bemerkung 6.6. Zu einer Kugel Q = {X € R3 : |X — Å| < ro} C R3 mit dem 
Mittelpunkt X € R? und dem Radius rọ > 0 lässt sich mithilfe des Lemmas 6.10 zu 
jeder Funktion H € C4(Q) ein Vektorfeld Q: R? — R? mit den Eigenschaften (6.77) 
und (6.78) finden. 
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Bemerkung 6.7. Sind im Lemma 6.10 zusätzlich H € CË(NQ) sowie horo < M mit 
einem M € (0, 3) richtig, genügt das im Lemma 6.10 konstruierte Vektorfeld Q den 
Voraussetzungen der Sätze 6.3 und 6.4. 


Wir sind damit in der Lage, das Plateausche Problem für H-Flachen in Kugeln mithilfe 


des geometrischen Maximumprinzips von E. Heinz folgendermaßen zu lösen. 


Satz 6.5 (Plateausches Problem für H-Flächen in Kugeln). Gegeben seien 
ho > 0, die abgeschlossene Kugel B := {X € R : |X| < hot und eine Funktion 


H: B —> R € C?(B) mit 


sup |H(X)| < ho 
XeB 


sowie eine rektifizierbare geschlossene JordankurveT CB:= {X € R? : |X| < ro} 
. 1 

mit ro < To 

Dann existiert eine Lösung X* des Plateauschen Problems zul’ und H, die zusätzlich 

X*(u,v) € B für alle (u,v) € B erfüllt. 


Beweis. Wir bilden eine Funktion H € C3(B°), die der Bedingung H(X) = H(X) für 
alle X € B c B® genügt. Diese kann beispielsweise mithilfe einer Abschneidefunktion 
gemäß Lemma 5.7 aus H konstruiert werden. Wir beachten 


sup |A(X)| < sup |H(X)| < ho . (6.84) 
XeB° XeB 
Entsprechend dem Lemma 6.10 und den Bemerkungen 6.6 und 6.7 finden wir ein 
Vektorfeld Q: R? — R? € C?(R?,R*) mit den Eigenschaften 
4 1 4 
X)| < ho => == 
AR < ho =3 
und 


divQ(X)=4H(X) 
für alle X € R®, sodass wir den Satz 6.4 anwenden können. Wir finden also mit einem 
a € (0,1) eine Lösung X* € C#°(B)NC(B) des Plateauschen Problems zu T und H. 
Diese löst insbesondere das System partieller Differentialgleichungen 
AX*(u,v) = 2 H(X*(u,v)) (X%(u,v) AX%(u, v)) 
für alle (u,v) € B und bildet den Rand 0B homöomorph auf T ab. Da die Menge B° 
konvex ist, schließen wir aufgrund des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zudem 
X*(u,v) € B° (6.85) 
für alle (u,v) € B. 
Wir erhalten daher 
|AX*(u, v)| = |2 H(X*(u, v)) (Xš (u,v) A Xž(u,v))| 
< 2 |A (X* (u, v))| |Xž (u, v) A X*(u, v)| (6.86) 
< ho |VX*(u, 0)? 
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für alle (u,v) € B, indem wir (6.84) und (6.85) kombinieren sowie 


IKulu,v) A Xp (u, )| 


IA 


[Xu (u, v)| |X; (u, v)| 


1 * * 1 * 
5 (Ka? + X3 v)P) = 3 17X Wo)? 


IA 


für alle (u,v) € B beachten. 

Mit (6.85) und (6.86) sind die Voraussetzungen des geometrischen Maximumprinzips 
von E. Heinz, welches wir [60, Kap. XII, $1, Satz 2] entnehmen, erfüllt und wir schließen 
mit diesem 


sup |X*(u,v)|< sup |X*(u,v)| < ro 
(uv)eB (u‚v)EOB 
unter Berücksichtigung von X*(u,v) ET CB für alle (u,v) € OB. 
Somit folgt X*(u,v) € B für alle (u,v) € B und wegen H(X) = H(X) für alle X € B 
ist X* auch eine Lösung des Plateauschen Problems zu T und H. 


Als nächstes konstruieren wir ein Vektorfeld Q aus einer mittleren Krümmung H, 
deren Träger innerhalb einer Rotationsmenge liegt. 


Lemma 6.11. Es sei ro: R > [0,+00) € C(R) eine nichtnegative stetige Funktion. 
Zudem seien die ebenen Kreisscheiben 


Q(z) = {(X1, X2) ER? : XP + X < role)? C R? 
für jedes z € R und die Rotationsmenge 
Q := {(X1, X2,2) E R? : (X1, X2) E€ A(z)} C R? 
gegeben. Zusätzlich sei H: R? — R € C! (R?) eine Funktion mit 
H(-,2) € Co(Q(z)) (6.87) 


für alle z € R, wobei wir (6.87) für jedes ze R mit ro(z) = 0 als H(-, z) = 0 verstehen 
wollen. Gleichzeitig erklären wir die Größe 


sup | H(.X1, X2,z)| € [0, +00) fürzeRmitro(z) >0, 
ho(z) = § (X1:X2)EQ(2) (6.88) 
0 für ze R mit ro(z) =0. 


Dann existiert ein Vektorfeld Q: R? — R? der Gestalt 
Q(X1, X2, 2) = (Q1(X1, X2, 2), Q2(X1, X2, 2), 0) 
für (X1, X2,z) € R®, sodass 
div Q(X1, X2, 2) = Qı,xı (X1,X2,2) + Qa,x.(X1, X2, z) = 4 A(X, X2, 2) 
und 
1Q(X1, X2, 2)| < 2ho(z) ro(z) 
für alle (X1, X2,z) € R? richtig sind. 
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Beweis. Wir betrachten fiir jedes z € R die geschlossene 2-Form 
w(X1, X2; z) := 4 A(X), X2, z) dXı A dX2 
für (X1, X2) € R? und suchen eine 1-Form 
A(X1, X2; z) = Q1 (X1, X2, 2) dX2 — Q2(X1, X2, z) dXı 
mit 
dA(X1, X2; 2) = (Q1, xı (X1, X2, 2) + Q2, x2 (X1, X2, z)) dXı A dX2 
= w(X1, X2; 2) = 4 H( X1, Xo, 2) dXı A dX2 


für alle (X1, X2) € R? und jedes z € R. Dementsprechend gilt dann für das Vektorfeld 
Q: R => Rê der Gestalt Q(X, Xo, z) = (Qi(X1, Xa, z), Q2(Xı, Xo, z),0) 


div Q(X1, X2, 2) = Q1,x1(X1, X2, z) + Qa,x,(X1,X2,2) = 4 A(X1, X2, 2) 


für alle (X1, X2, z) € R®. 
Zunächst sei K: R? x [0,1] — R? die Kontraktion auf den Nullpunkt (0,0) € R? gemäß 


K(X1, X2,t) = (ki(X1, Xa, t), ko(X1, X2,t)) = t (Xi, X2) 
für (X1, Xo, t) € R? x [0,1] gegeben. Wir beachten 
k(X1,X2,t)=tX; 


und ermitteln 


2 
dk;(X1, X2, t) = 5 ki x; (X1, X2, t) dx; + kit(X1, X2, t) dt = tdX; + X;dt 


j=l 


für alle (X1, X2, t) € R? x [0,1] und i € {1,2}. 
Wir bilden damit fiir jedes z € R die transformierte Differentialform 


@(X1, Xo,t; z) := w(K (X1, X2, t); z) 
=4 H(t X1, t Xo, z) dkı(X1, X2, t) Adka(X1, X2, t) 
=4 H(t X1,t Xo, z) (tdXı + Xı dt) A (t dX2 + X2 dt) 
=4ťH(t X1,t X2, z) dX, AdX2 

+dt A (4t H(t X1, t Xo, z)(X1dX_ — X2 dXı)) 


für (X1, Xo, t) € R? x [0,1]. Indem wir für jedes z € R 


wi (Xi, Xo, t; z) := 4t H(t X1, t X2, z2) dX, A dX2 
und 


wa(X1,Xa,t;2) = 4t H(t X1,t Xe, z)(X1 dXa = Xə dXı) 
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für alle (X1, X2,t) € R? x [0,1] setzen, erhalten wir 
@(X1, X2, t; z) = wi (XI, Xo, t; z) + dt A w2(Xı, Xo, t; z) A 
Wir bezeichnen mit w1 die Ableitung von wı nach t und berechnen 


@(X1,X,t; z) = 8t H(t X1,t Xa, z) dx, N dX» 
+41°(Hx,(tX1,tX3,2) Xı + Hx, (t X1,t X2, z) X2) dXı A dX2 


sowie 


dxw2(X1, X2,t; z) = dex, x.) wa(X1, X2, t; 2) 

= 40? (Hy, (t X1, t Xo, 2) Xı + Hx, (t X1, t Xo, z) X2) AXı A dX2 
+4t H(t X1, t Xo, 2z)(dX1 A dX2 — dX2 A^ d Xı) 
=4ť (Hx, (t X1,t Xo, 2) X1 + Hy, (t X1, t Xo, z) X2) AXı A dX2 
+8t H(t X1, t X2, 2) dXı A dX2 


für alle (X1, X2, t) € R? x [0,1] und jedes z € R. 
Dementsprechend folgt die Differentialgleichung 


wi (Xi, X2,t; z) = dxw(X1,Xa,t; z) (6.89) 
für (X1, X2) € R?, t € [0,1] und jedes z € R. 
Für jedes z € R erklären wir die 1-Form 


1 
A(X, X2; 2) := [Xn X62) dt 
0 
= Qı (X1, X2, 2) dX2 — Q2(X1, X2, z) dX 


für (X1, X2) € R? mit 
1 
Q,(X1, Xo, 2) = (Jenera a) X; 
0 


für (X1, X2, z) € R? und j € {1,2}. Unter Verwendung von (6.89) berechnen wir für 
diese 


1 1 
dA(Xa, X2; 2) = d f Xi Xat: Naa Faxe. Xat; z)dt 
0 0 


1 
= f u(X1,X2,t:2)at 
0 
= wı(X1,X2,1;2) - w1(X1, X2, 0; 2) 
= 4 H(X1, Xo, z) dXıAdXa = w(X1, X2; z) 


für (X1, X2) € R? und z E R. 
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Wir schließen also für das Vektorfeld Q mit 
1 
Q(X, Xo, z) = (/ 4t H(t Xis t Xo, z) x) (Xı, Xo, 0) (6.90) 
0 


aufgrund der Betrachtung zu Beginn des Beweises für alle (X1, X2, z) € R3 
div Q(X, Xə, z) = Qı,xı (A; Xə, z) + Q2,x2(X1, Xə, z) =4 A(X, Xo, 2) : 


Für die Abschätzung des Vektorfeldes Q sei (X,z) € R? mit X = (Xi, X2) € R? 
beliebig gewählt. In dem Fall, dass |X| < ro(z) gilt, ergibt sich aus (6.90) 


1 
|Q(X1, X2, z)| = [/srimexiexe iy |X| 
0 


i (6.91) 


< 4hol2) (fea) ro(2) = 2 ho(2) ro(2) 


0 


unter Verwendung von (6.88). 
Ist im Gegensatz dazu |X| > ro(z) richtig, finden wir ein 7 € [0,1), sodass die Bedin- 


gung 
T|X|= ro(z) (6.92) 


erfüllt wird. Sofern 7 > 0 ist, erhalten wir 


1 
QX X22) < [/srimexiexe i Ixi 
0 


= (mern) IX] 


0 


< Aho(2z) (fea) Ix] 


0 
= 2ho(z) T (T |X|) = 2 ho(z) rro(z) < 2ho(z) ro(2) - 


(6.93) 


Hingegen schließen wir für r = 0 aus (6.92) direkt ro(z) = 0, sodass in diesem Fall 
wegen H(-,z) = 0 unmittelbar 


(X, Xa, z)| =0 < 2 ho(z) ro(z) (6.94) 


folgt. 
Insgesamt erkennen wir daher aus (6.91), (6.93) und (6.94) 


|Q(X1, X2, z)| < 2ho(z) ro(2) 


für alle (X1, Xo, z) € R?. Damit ist alles gezeigt. 


230 6 Minimierer vom Poissonschen Typ 


Bemerkung 6.8. Setzen wir ro(z) = o mit einem ọ > 0 für alle ze R im Lemma 6.11, 
wird die Rotationsmenge N zu einem Zylinder. Im Gegensatz dazu wird 2 zum Ein- 
heitskegel, sofern wir 


z fürzeRmitz>0, 
ro(z) = si A 
0 fürzeRmit z<0 


wählen. 


Bemerkung 6.9. Unter den zusätzlichen Bedingungen ho(z) ro(z) < M mit einer Kon- 
stante M € (0,1) für alle ze R und H € C?(R°) liefert uns das Lemma 6.11 mit 
(6.90) ein Vektorfeld Q, das den Voraussetzungen der Sätze 6.3 und 6.4 genügt. 


Wir verwenden die vorangegangenen Erkenntnisse zu Rotationsmengen zunächst für 
die Behandlung des Plateauschen Problems für H-Flächen in Zylindern. Dabei wird 
das geometrische Maximumprinzip von S. Hildebrandt zur Anwendung kommen. 


Satz 6.6 (Plateausches Problem für H-Flächen in Zylindern). Gegeben seien 
ho > 0, der abgeschlossene Zylinder 


Z:= {X= (Xi, Xa, Xa) ER? : X? +X? < a} 
0 


und eine Funktion H: Z 4 R € C?(Z) mit 


sup |H(X)| < ho 
XEZ 


sowie eine rektifizierbare geschlossene JordankurveT C Z mit 
Z := {X = (X1, X2, X3) ER? : X? + X2 < r2} 


und ro < ae 
Dann existiert eine Lösung X* des Plateauschen Problems zu T und H, die zusätzlich 


X*(u,v) € Z für alle (u,v) € B erfüllt. 


Beweis. Mithilfe einer Abschneidefunktion gemäß Lemma 5.7 konstruieren wir aus H 
eine Funktion H € C?(R®) mit supp(H(-,z)) C 2° {(X1, X2, X3) ER? : X3 = 2} 
für alle z € R und H(X) = H(X) für alle X € Z c Z°. Dabei bemerken wir 


sup |H(X)| < sup |H(X)| < ho . 
XEZ° XEZ 


Unter Beachtung des Lemmas 6.11 und der Bemerkungen 6.8 und 6.9 existiert ein 
Vektorfeld Q: R? > RÌ € C?(R?,R*) mit den Eigenschaften 
1 


AR < 210 zy = 


1 


und 


divQ(X)=4H(X) 
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für alle X € R, sodass der Satz 6.4 angewendet werden kann. Demnach finden wir 
mit einem a € (0,1) eine Lösung X* € C*”(B)NC(B) des Plateauschen Problems zu 
T und H, welche das System partieller Differentialgleichungen 


AX*(u,v) = 2 H(X*(u,v)) (X%(u,v) AX%(u, v)) 


für alle (u,v) € B löst und den Rand dB homöomorph auf T abbildet. Da die Menge 
2° konvex ist, erhalten wir mithilfe des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zusätzlich 


X*(u,v) = (XT (u, v), XZ (u,v), X3(u,v)) € Z° 


fiir alle (u,v) € B. 

Infolgedessen kann das geometrische Maximumprinzip von S. Hildebrandt, welches 

sich in [60, Kap. XII, 89, Hilfssatz 3] finden lässt, angewendet werden. Die durch 
(u,v) = (X (u, v))” + (X3 (u, v))? 


für (u,v) € B erklärte Hilfsfunktion 6: B > [0, +00) € C?(B)NC(B) genügt demnach 
der Differentialungleichung 


Ad(u,v) >20 


für alle (u,v) € B. Die Funktion & ist also subharmonisch in B und das Maximum- 
prinzip für subharmonische Funktionen aus [59, Kap. V, 82, Satz 7] liefert uns 


sup ¢(u,v)< sup (u,v) <r 
(uv)eB (u,v)EOB 


unter Beriicksichtigung von 
X*(u,v) = (Xf (u,v), X3(u,v), X3(u,v)) Erc Ž 


fiir alle (u,v) € OB. 
Wir erhalten daher 


(u,v) = (XF(u,v))? + (Ku)? < 73 


und somit X*(u,v) € Z für alle (u,v) € B. Schließlich ist X* wegen H(X) = H(X 
für alle X € Z auch eine Lösung des Plateauschen Problems zu T und H. 


Als weitere Anwendung zu Rotationsmengen wollen wir das Plateausche Problem für 
H-Flächen im Einheitskegel lösen. Hierbei wird die Verwendung des Maximumprinzips 
für H-Flächen im Einheitskegel von F. Sauvigny eine entscheidende Rolle spielen. 
Zuvor notieren wir noch die folgende Definition. 


Definition 6.5. Zu einem h > 0 setzen wir 
C(h) := {X = (Xi, X2, X3) ER? : X? + XF < XZ- h’, Xs 2A} CR? 


und schreiben kurz C := C (0). 
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Satz 6.7 (Plateausches Problem für H-Flächen im Einheitskegel). Gegeben 
seien die ebenen abgeschlossenen Kreisscheiben 


Q, := {(X1, X2) ER? i X? 4X2 2) 
für jedes z > 0 und der abgeschlossene Einheitskegel 
C= {X = (X1, X2, X3) ER? : (X1, X2) € Qx, X3 > 0} 
sowie eine Funktion H: C > R € C?(C) mit 


ho(X3) = sup |H(X1, X2, X3)| € [0, +00) 
(X1,X2)EQx, 


für alle Xz > 0, sodass 
1 
X3 ho(X3)| = X3 ho(X3) < — 6.95 
|X3 ho(X3)| sho(Xs) < 7 (6.95) 


für alle X3 > 0 richtig ist. Zudem sei eine rektifizierbare geschlossene Jordankurve 
TcC:=C(6) mit 6 > 0 vorgelegt. 

Dann existiert eine Lösung X* des Plateauschen Problems zu T und H, die zusätzlich 
X*(u,v) € Č für alle (u,v) € B erfüllt. 


Beweis. Ähnlich wie im Beweis des Lemmas 5.7 können wir eine Funktion 7 € C™°(R?) 
mit supp(7) C C° und den Eigenschaften 

a) 0 < (X) <1 für alle X € R? und 

b) #=1inC 
durch geeignetes Abglatten der charakteristischen Funktion 

1 für X eC(?), 

Xea (X ):= x ; 
2 0 für X ¢C(5) 


konstruieren. Wir setzen H durch H(X) := 0 für alle X € R?\C auf den gesamten R? 
fort und bilden die Funktion 


A(X) := H(X) A(X) 


für alle X € R?. 
Dabei bemerken wir H € C?(R?) und supp(H) C C° sowie A(X) = H(X) für alle 
XeCCcCC und 


sup |H(X1, X2, X)| < sup  |H(Xı, X2, X3)| = ho(X3) (6.96) 
(X1,X2)EQX, (X1,X2)EQx, 


fiir alle X3 > 0. Wir definieren 


E sup |A(X1, X2, X)| für Xz >0, 
ho(X3) := (X1, X2)E9S, 
0 für X3 < 0 
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und erkennen mit (6.95) und (6.96) 


[Xa ho(Xa)| = [Xa fo( Xa) < Ze (6.97) 


für alle X3 ER. 
Mithilfe des Lemmas 6.11 und der Bemerkungen 6.8 und 6.9 finden wir daher ein 
Vektorfeld Q: R? — R? € C?(R?,R*) mit den Eigenschaften 


|Q(X)| < v2 
und 
div Q(X) =4 H(X) 


für alle X € R. 

Somit existiert gemäß Satz 6.4 mit einem ø € (0,1) eine Lösung X* € C*°(B)NC(B) 
des Plateauschen Problems zu T und H, welche dem System partieller Differentialglei- 
chungen 


AX*(u,v) = 2 H(X*(u,v)) (Xš (u, v) A Xš (u, v)) 


für alle (u,v) € B genügt und den Rand 0B homöomorph auf T abbildet. Da die 
Menge C° konvex ist, gilt aufgrund des Maximumprinzips (Lemma 6.9) zusätzlich 


X*(u,v) = (XP (u, v), XZ(u, v), X3(u,v)) € C° (6.98) 


fir alle (u,v) € B. 
Wir beachten zudem unter Verwendung von (6.97) 


IEX) X| = ERIK] = |XX? + X3 + 3 


< |H(X)|y/X3 + x3 (6.99) 


für alle X = (X1, X2, X3) E C. 

Aufgrund von (6.98) und (6.99) können wir das Maximumprinzip für H-Flächen im 
Einheitskegel von F. Sauvigny aus [62, Theorem 1.1] anwenden. Gemäß diesem ist die 
durch 


Uluso) := 5 (X3 (u, 0)? — (XG Cu, 0)? — (Xu, ))?) 


für (u,v) € B erklärte nichtnegative Hilfsfunktion Y: B > [0, +20) € C?(B) N C(B) 
superharmonisch in B und genügt der Differentialungleichung AY (u,v) < 0 für alle 
(u,v) € B. Demnach ist auch die durch 


(u, v) = (X3 (u,v)? — (XF(u, v))? — (XF(u, v))? -8 


für (u,v) € B erklärte Funktion Ww € C?(B)NC(B) superharmonisch in B und die 
Differentialungleichung AV (u, v) < 0 für alle (u,v) € B erfüllt. 
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Wegen 
X* (u,v) = (Xt (u,v), X3 (u,v), Xš(u, v)) eT ce 
für alle (u,v) € OB bemerken wir 
Vu,v) >0 (6.100) 


für alle (u,v) € OB. F 
Gabe es nun einen Punkt (u,v) € B mit V(u,v) < 0, wäre 


inf W(u,v)<O0< inf U(u,v) (6.101) 
(uv)eB (u,v)EOB 


richtig. Dementsprechend würde die Funktion W in einem Punkt (uo,vo) € B ihr 
globales Minimum in B annehmen. Gemäß dem Minimumprinzip für superharmonische 
Funktionen aus [59, Kap. V, 82, Satz 7] wäre W in B konstant und wegen (6.101) würde 


U(u,v) = U(uo, vo) < 0 


fiir alle (u,v) € B folgen. Dies steht aufgrund der Stetigkeit von W auf B allerdings 
im Widerspruch zu (6.100). Infolgedessen muss 


U(u,v) >0 


beziehungsweise äquivalent dazu X*(u, v) € C für alle (u,v) € B erfüllt sein. Zudem ist 
X* wegen H(X) = H(X) für alle X € C auch eine Lösung des Plateauschen Problems 
zu I und H. 


Bemerkung 6.10. Die Grundidee der Sätze 6.5, 6.6 und 6.7 lässt sich folgendermaßen 
zusammenfassen. Ausgehend von einer in einem konvexen Körper 2 vorgegebenen 
mittleren Krümmung H und einer Randkurve TCNCO bilden wir eine Funktion Ñ 
mit Träger in Q, die in mit H übereinstimmt. 

Anschließend konstruieren wir zu H ein Vektorfeld Q, sodass wir mithilfe des Satzes 6.4 
eine Lösung des Plateauschen Problems zu T und H finden. Das Maximumprinzip aus 
Lemma 6.9 gewährleistet uns dann, dass diese Lösung in Q liegt. 

So wird eines der Maximumprinzipien von E. Heinz, S. Hildebrandt oder F. Sauvigny 
zugänglich, welches impliziert, dass sich die Lösung auch in N} befindet. Damit erkennen 
wir die Lösung wegen H = H in ĝ gleichzeitig als Lösung des Plateauschen Problems 
zu T und H. 


Abschließend wollen wir noch ein Vektorfeld Q für den Fall, dass der Träger der mitt- 
leren Krümmung H zwischen zwei Graphen liegt, konstruieren. Da für diesen Fall kein 
vergleichbares Maximumprinzip wie das von E. Heinz, S. Hildebrandt oder F. Sauvigny 
vorliegt, bleibt beispielsweise die Frage nach der Lösung des Plateauschen Problems 
für H-Flachen in Platten unbeantwortet. 

Allerdings ermöglicht das nachfolgende Lemma die Anwendbarkeit des Satzes 6.4 und 
des Maximumprinzips gemäß Lemma 6.9. 
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Lemma 6.12. Es seien r+: R? — [0,+00) € C(R?) eine nichtnegative stetige Funk- 
tion und r~: R? — (—co,0] € C(R?) eine nichtpositive stetige Funktion. Zudem seien 
die Menge 


Q:= {(X1, X2,2) ER? : r7(X1, Xo) <z < r+(X1,%)} CR 
sowie die Funktion 
ro(X1, X2) := max {r*(X1,X2), "X, X2)|} € [0, +00) 


für (X1, X2) € R? gegeben. 
Zusätzlich sei H: R? +R € C!(R?) eine Funktion, sodass 


H(X1,X3,:) € Car (Xa, X2), 77 (M1, X2))) (6.102) 


für alle (X1, X2) € R? richtig ist. Dabei soll die Bedingung (6.102) für jeden Punkt 
(X1, X2) € R? mit ro(X1, X2) = 0 als H(X1,Xa,:) = 0 verstanden werden. 
Wir definieren außerdem zu jedem Punkt X = (X1, X2) € R? die Größe 


sup |H(X,z)| € [0,+00) für X € R? mit ro(X) > 0, 
ho(X) = zer Art) 
0 für X € R? mit ro(X) =0. 


Dann existiert ein Vektorfeld Q: R? + R? € C!(R3, R?) der Gestalt 
Q(X1, X2, z) = (0,0, Q3(X1, X2, z)) 
für (X1, Xo, z) € R? mit den Eigenschaften 
div Q(X1,X2,2) = Q3,.(X1,X2,2) = 4 H(X1, X2, 2) 
und 
|Q(X1, X2, z)| < 4 ho(X1, X2) ro(X1, X2) 


für alle (Xi, X2, z2) € R. 


Beweis. Wir erklären für jeden Punkt X = (X1, X2) € R? die geschlossene 1-Form 
w(2;X):=4AH(X1,Xa,2)dz 
für ze R und suchen eine 0-Form 
A(z; X) = Q3(X1, X2, 2) 
mit 
dA(z; X) = Q3,2(X1, X2, z) dz = w(z; X) = 4 H(X1, X2, z) dz 


für alle ze R und alle X = (Xj, X2) € R?. Infolgedessen gilt dann für das Vektorfeld 
Q: R? = R? der Gestalt Q(X1, X2, 2) = (0,0, Q3(X1, X2, z)) für alle (X1, X2, z) € R? 


divQ(X1,X2,2) = Q3,2(X1, X2, z) = 4 H(X1, X2, 2) . 
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Wir betrachten die Kontraktion AK: R x [0,1] + R auf die Null gemäß 
K(z,t)=tz 

für (z,t) € R x [0,1] und ermitteln 

dK (z,t) =tdz+zdt 


für alle (z,t) € R x [0,1]. 

Damit folgt für jeden Punkt X = (X1, X2) € R? die transformierte Differentialform 
&(2,1;X) := w(K(z,t); X) =4H(X1,Xa,tz)dK(z,t) 

= 4t H(X1, X2,tz)dz + 4z H(X1, X2,tz)dt 


für (z,t) € R x [0,1]. Indem wir für jeden Punkt X = (Xj, X2) € R? 
wi(z,t; X) := 4t H(X1, X2,t z) dz 
und 
w2(2,t; X) := 4z H(X1, X2,t 2) 
für alle (z, t) € R x [0,1] setzen, erhalten wir 
@(z,t;X) = wi (z, t; X) + wo(z,t; X)dt. 
Wir bezeichnen mit wı die Ableitung von wı nach t und berechnen 
wlz, t; X) =4AH(X1,Xa,tz)dz+4tzH,(X1,Xa,tz)dz 
sowie 
d»wa(2,t; X) = 4 H(X1, Xo,tz)dz+4tz H:(X1, Xo,tz) dz 


für alle (z,t) € Rx [0,1] und jeden Punkt X = (X1, X2) € R?. 
Demnach ist in jedem Punkt X € R? die Differentialgleichung 


w1(z,t; X) = d,wa(2,t; X) (6.103) 
fir z € R und t € [0,1] gültig. 
Für jeden Punkt X = (X1, X2) € R? erklären wir nun die 0-Form 
1 
A(z; X) i= foa t; X) dt = Q3(X1, Xo, z) dz 
0 
für ze R mit 


1 
Qs(Xı, Xa, 2) := (Jr Xp, tz) a) 7 
0 


für (X1, X2, 2) i= R3. 
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Unter Verwendung von (6.103) berechnen wir ftir diese 


t 1 
dA(z; X) = f waz, X)dt = [ort X)dt 
0 0 


1 
2 firat X)dt 
0 


T wı(z,1; X) — w1 (z, 0; X) 
= 4 H(X1, Xo, z) dz 


= w(z; X) 
fir z € R und X = (X1, X2) € R?. 
Wir schließen also für das Vektorfeld Q mit 
1 
Q(X, X2, 2) = (rauen a) (0,0, 2) (6.104) 
0 


aufgrund der zu Beginn dieses Beweises dargelegten Betrachtung 
div Q(X1, X2, 2) = Q3,2(X1, X2, 2) = 4 H(X1, X2, 2) 


für alle (X1, Xo, z) € R®. 
Für die Abschätzung des Vektorfeldes Q sei (X, z) € R3 mit X = (X1, X2) € R? 
beliebig gewählt. Für den Fall, dass |z| < ro(X1, X2) gilt, ergibt sich aus (6.104) 


1 
|\Q(X1, X2, 2)| = [Q3(X1, X2, 2)| < 4 (/ i, at |z| 
0 


(6.105) 
< 4ho(X1, X2) ro(X1, X2) 
unter Verwendung der Definition von ho(X). 
Im Fall |z| > ro(X1, X2) existiert ein r € [0, 1), sodass die Bedingung 
T |z| = ro(X1, X2) (6.106) 
gilt. 
Sofern r > 0 ist, erhalten wir 
1 
Q(X, X2, 2)| <4 (/ Ha, Kata |2| 
0 
=4 ext: dt | |z 
(j (X1,Xa,t2)] Je u 


<4ho(X1,X2) (he) lz| 
0 


= 4ho(X1, X2) (T |z|) => 4ho(X1, X2) ro(X1, X2) A 


238 6 Minimierer vom Poissonschen Typ 


Hingegen schließen wir für 7 = 0 aus (6.106) unmittelbar ro(X1, X2) = 0, sodass in 
diesem Fall wegen H(X1, X2,-) =0 


|Q(X1, X2,2)| = 0 < 4ho(X1, X2) ro(X1, X2) (6.108) 


folgt. 
Insgesamt erkennen wir daher aus (6.105), (6.107) und (6.108) 


Q(X, X2, z)| <4 ho(X1, X2) ro(Xı, Xə) 


für alle (X1, X2, z) € R®. Dies vervollständigt den Beweis. 


Bemerkung 6.11. Indem wir r+ (X1, X2) = o sowie r` (X1, X2) = —o mit einem ọ > 0 
für alle (X1, X2) € R? im Lemma 6.12 setzen, liegt der Träger von H zwischen zwei 
parallelen Ebenen. 


Bemerkung 6.12. Fordern wir im Lemma 6.12 zusätzlich ho( X1, X2) ro(X1, X2) < M 
mit einem M € (0, 5) für alle (X1, X2) € R? und H € C?(R?), erhalten wir mit (6.104) 
ein Vektorfeld Q, das in den Sätzen 6.3 und 6.4 genutzt werden kann. 
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7 Resümee 


Ziel der vorliegenden Arbeit war es, für eine breite Klasse von Variationsproblemen 
eine Existenz- und Regularitätstheorie zu erarbeiten, die der Lösung von Randwertpro- 
blemen partieller Differentialgleichungssysteme dient. Insbesondere sollte die Theorie 
im Zusammenhang mit dem Plateauschen Problem für Flächen vorgeschriebener mitt- 
lerer Krümmung im R? zur Anwendung gebracht werden. Im Zentrum der Darstellung 
standen dementsprechend zweidimensionale Variationsprobleme für vektorwertige Ab- 
bildungen im R. 

Zunächst wurde das Konzept der direkten Methoden der Variationsrechnung zum 
Nachweis der Existenz eines Minimierers skizziert. Die fundamentale Eigenschaft der 
schwachen Unterhalbstetigkeit einer allgemeinen Klasse von Funktionalen wurde dazu 
ausführlich bewiesen. Mit dieser zeigten wir anschließend die Existenz eines Minimie- 
rers. Zu beachten ist, dass sich diese Ergebnisse auf mehrdimensionale Variationspro- 
bleme für vektorwertige Abbildungen im R” erweitern lassen. 

Hingegen sind die Resultate im Zusammenhang mit der Regularitätstheorie aufgrund 
mancher Beweismethoden an eine Betrachtung zweidimensionaler Variationsprobleme 
gebunden. Allerdings lassen sich die Ergebnisse zur Regularität wie bei der Existenz- 
theorie auf vektorwertige Abbildungen im R” verallgemeinern. 

Im Rahmen der Regularitätstheorie für einen Minimierer wurde das Dirichletsche 
Wachstumstheorem von Morrey gezeigt, welches ein hinreichendes Kriterium für die 
Hölder-Stetigkeit einer Funktion X € W1?(G) liefert. Dafür nutzten wir ein Er- 
gebnis von Campanato, welches wir im Gegensatz zu anderen Arbeiten mithilfe ei- 
ner Friedrichs-Glättung anstelle des Integralmittels bewiesen haben, in Kombination 
mit einer Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, die das Integralmittel ebenfalls durch eine 
Friedrichs-Glättung ersetzt. 

Um die Anwendbarkeit des Dirichletschen Wachstumstheorems auf einen Minimierer 
zu ermöglichen, wurde ein Ergebnis verwendet, welches das Dirichlet-Integral einer 
Funktion mit ihrer Fourierreihe entlang von Kreisringen verknüpft. Wir gestalteten 
den zugehörigen Beweis weitaus detailreicher. Gleichzeitig zeigten wir einen Satz über 
das Dirichlet-Integral der harmonischen Ersetzung einer Funktion mit L?-Randwerten. 
Bei diesem schlossen wir mithilfe der Theorie harmonischer Hardy-Räume eine Lücke, 
welche die Darstellung der harmonischen Ersetzung betrifft. Mit diesen Sätzen bewie- 
sen wir das Wachstumslemma, welches durch einen Vergleich der Dirichlet-Integrale 
einer Funktion mit ihren harmonischen Ersetzungen eine hinreichende Bedingung für 
die Voraussetzung des Dirichletschen Wachstumstheorems liefert. Beim Nachweis des 
Wachstumslemmas gingen wir stärker auf die Lösung einer auftretenden Differential- 
ungleichung unter Verwendung absolut stetiger Funktionen ein. Schließlich zeigten wir 
damit die Hölder-Stetigkeit im Inneren für einen Minimierer. Hierbei berücksichtigten 
wir den oft vernachlässigten Aspekt, dass für eine zulässige Funktion auch die in einer 
Teilmenge harmonisch ersetzte Funktion zur zulässigen Menge gehört. 
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Daran ankniipfend priiften wir die Stetigkeit des Minimierers bis zum Rand des Ge- 
bietes, sofern das Gebiet einer Kreisscheibe entspricht und die Menge zulässiger Funk- 
tionen des Variationsproblems durch eine Funktion mit stetigen Randwerten erzeugt 
wird. Methodisch orientierten wir uns hierfür an einem Beweis von Hildebrandt und 
Kaul [36]. Dabei ersetzten wir allerdings eine zentrale Voraussetzung, da in [36] unklar 
bleibt, ob die dortige Voraussetzung invariant unter konformen Transformationen ist. 
Wir gelangten zu einer umfassenden Aussage über die Existenz stetiger Minimierer 
für eine breite Klasse von Variationsproblemen. 

Anschließend wurden die Berechnung der ersten Variation sowie die damit verbun- 
dene Herleitung der schwachen Euler-Lagrange-Gleichung dargestellt. Wir sammelten 
Erkenntnisse über Differenzenquotienten in Sobolev-Räumen sowie weitere Ergebnis- 
se im Zusammenhang mit dem Wachstum des Dirichlet-Integrals. Ausgehend von der 
schwachen Euler-Lagrange-Gleichung nutzten wir spezielle Testfunktionen für den Be- 
weis der Differenzierbarkeit eines Minimierers. Wir folgten hier der Beweisführung von 
Hildebrandt und von der Mosel [37], die wir auf konvexe Gebiete erweiterten und deut- 
lich ausführlicher darstellten. Als ein essentielles Hilfsmittel wiesen wir die Existenz 
einer Abschneidefunktion nach und untersuchten insbesondere deren Gradienten. Zu- 
sätzlich leiteten wir eine Poincaré-Ungleichung für Kreisringe her. In der Konsequenz 
gelangten wir zu einem Satz über die Existenz eines Minimierers mit Hölder-stetigen 
ersten Ableitungen. Vom Nachweis einer höheren Regularität wie in [49] nahmen wir 
Abstand, da unklar bleibt, wie der skalare Fall aus [38] auf den vektorwertigen Fall 
übertragen werden kann. 

Um dennoch Randwertprobleme mit partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung mithilfe der Variationsrechnung zu lösen, spezifizierten wir die Klasse der Varia- 
tionsprobleme und zeigten in diesem Fall, dass ein Minimierer eines solchen Variati- 
onsproblems Hölder-stetige zweite Ableitungen besitzt. Dazu führten wir den Begriff 
des Minimierers vom Poissonschen Typ ein, sofern dieser einer schwachen Poisson- 
Gleichung genügt. Mittels der Schaudertheorie wurde gezeigt, dass sich die Regula- 
rität der Lösung einer schwachen Poisson-Gleichung durch eine C?:?-Rekonstruktion 
verbessern lässt. Indem ein Minimierer eines Variationsproblems als Lösung einer ent- 
sprechenden schwachen Poisson-Gleichung erkannt wird, lässt sich dessen Regularität 
so erhöhen. 

Als Anwendung dieser Vorgehensweise wurden das Randwertproblem harmonischer 
Abbildungen in Riemannschen Räumen sowie das Dirichletproblem des H-Flächen- 
Systems behandelt, indem wir jeweils ein geeignetes Variationsproblem aufstellten. 
Wir prüften umfassend, ob die entsprechenden Funktionale den Voraussetzungen der 
erarbeiteten Existenz- und Regularitätstheorie genügen, sodass die Existenz eines Mi- 
nimierers mit Hölder-stetigen ersten Ableitungen gewährleistet ist. Anschließend nutz- 
ten wir die C*?-Rekonstruktion, sodass der jeweilige Minimierer auch einer Lösung 
des zugehörigen Randwertproblems entspricht. 

Die Identifikation eines Minimierers als Minimierer vom Poissonschen Typ in den dar- 
gestellten Anwendungen erforderte spezifische Methoden. Von weiterführendem Inte- 
resse wäre eine Untersuchung, inwiefern sich Kriterien an die ein Funktional erzeugende 
Funktion f aufstellen lassen, sodass ein zugehöriger Minimierer auch ein Minimierer 
vom Poissonschen Typ ist. 

Als Erweiterung des Dirichletproblems des H-Flächen-Systems wurde das allgemeine 
Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung untersucht. 
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Zunächst formulierten wir dieses und stellten anschließend die Bedeutung der Varia- 
tionsrechnung bei dessen Lösung dar. Zusätzlich wurde ein zur Lösung fundamentales 
Vektorpotential aus einer gegebenen mittleren Krümmung für verschiedene Fälle her- 
geleitet. Durch die Nutzung von Differentialformen unterscheiden wir uns hierbei von 
bisherigen Arbeiten. 

Zudem lösten wir das Plateausche Problem für Flächen vorgeschriebener mittlerer 
Krümmung in verschiedenen Körpern. Es wurden Lösungen in Kugeln, in Zylindern 
sowie insbesondere im Einheitskegel mit einer konsistenten Methode erzielt. Dabei be- 
handelten wir ein solches Problem zunächst als allgemeines Plateausches Problem für 
Flächen vorgeschriebener mittlerer Krümmung im gesamten R? und identifizierten die 
Lösung mithilfe bekannter Maximumprinzipien für H-Flächen als im Körper befind- 
lich. Wir weichen damit von der Philosophie ab, das Problem direkt innerhalb des 
Körpers zu lösen. Stünden weitere Maximumprinzipien für H-Flachen, beispielsweise 
im Fall zweier paralleler Ebenen, zur Verfügung, ließen sich auch in diesen Fällen mit 
der dargestellten Verfahrensweise Lösungen finden. 

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass wir eine umfassende, in sich geschlossene 
und gut nachvollziehbare Darstellung der Existenz- und Regularitätstheorie zweidi- 
mensionaler Variationsprobleme erhalten, die auf Randwertprobleme partieller Diffe- 
rentialgleichungssysteme, insbesondere auf das Plateausche Problem für Flächen vor- 
geschriebener mittlerer Krümmung, angewendet werden kann. 
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